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Vorwort fiir den Lernenden.

1. Bitte lies nicht das nachstehende Vorwort fiir den Kenner!

2. Ich setze nur logisches Denken und die deutsche Sprache
als bekannt voraus; nichts aus der Schulmathematik oder gar der
hoheren Mathematik.

Um Einwinden vorzubeugen: Eine Zahl, keine Zahl, zwei
Fille, alle Dinge aus einer gegebenen Gesamtheit u. a. m. sind
klare Wortgebilde der deutschen Sprache. Satz 1, Satz 2, ...,
Satz 301 (desgleichen bei Axiomen, Definitionen, Kapiteln, Paragra-
phen) oder 1), 2) u. dgl. bei Fallunterscheidungen sind Marken, die
die S#tze, Axiome, ..., Fille unterscheiden und bei Nachschlagungen
bequemer sind, als wenn ich etwa von Satz Hellblan, Satz Dunkel-
blau u. dgl. redete. Bis ,301% wiirde iiberhaupt die Einfiithrung
der sogenannten positiven ganzen Zahlen keine Schwierigkeit machen ;

die erste — in Kap. 1 iiberwundene — Schwierigkeit liegt in der
Gesamtheit der positiven ganzen Zahlen
1, ...

mit der geheimnisvollen Punktreihe hinter dem Komma (in Kap. 1
natiirliche Zahlen genannt), in der Definition der mit ihnen anzu-
stellenden Rechenoperationen und den Beweisen der zugehbrigen
Sitze.

Ich entwickle nacheinander alles Entsprechende in Kap. 1 fiir
die natiirlichen Zahlen, in Kap. 2 fiir die positiven Briiche und
positiven rationalen Zahlen, in Kap. 3 fiir die positiven (rationalen
und irrationalen) Zahlen, in Kap. 4 fiir die reellen Zahlen (positive,
negative und Null), in Kap. 5 fiir die komplexen Zahlen; ich spreche
also nur von solchen Zahlen, mit denen Du Dich schon in der Schule
beschiftigt hast.

In diesem Sinne:

3. Bitte vergiffi alles, was Du auf der Schule gelernt hast;
denn Du hast es nicht gelernt.



VI Vorwort fiir den Lernenden,

Bitte denke bei allem an die entsprechenden Stellen des Schul-
pensums; denn Du hast es doch nicht vergessen.
4. Das kleine Einmaleius, bereits der Satz

2.2 = 4,

kommt nicht vor; ich empfehle Dir aber als Ubungsaufgabe zu
Kap. 1, § 4,

2 =1+1,

4= ((1+1n+1)+1

zu definieren und jenen Satz zu beweisen.

5. Entschuldige, dafi ich Dich duze; dies geschieht nicht nur,
weil man den Leser mit ,lies“ und ,siehe“ anzureden pflegt, son-
dern weil dies Buch zum Teil in usum delphinarum geschrieben
ist, indem meine Tochter bekanntlich (siche E. Landau, Vor-
lesungen iiber Zahlentheorie, Bd. 1, S. V) schon mehrere Semester
studieren (Chemie), schon auf der Schule Differential- und Integral-
rechnung gelernt zu haben glauben und heute noch nicht wissen,

warum
xZ- y —d ?/ -
ist.

Berlin, den 28. Dezember 1929.
Edmund Landau.



VIII Vorwort fiir den Kenner.

widerlegen) 148t; und da man seit vielen Jahrzehnten die Beweis-
barkeit aller dieser Dinge kennt, ist es dem Lernenden wirklich
zu génnen, dafl er die (durchweg ganz leichten) Beweise zu Beginn
seines Studiums lernt.

Ich will gar nicht erst ausfiihrlich dariiber reden, daf vielfach
nicht einmal der Dedekindsche Hauptsatz (oder sein gleich-
wertiges Surrogat bei Begriindung der reellen Zahlen durch Funda-
mentalreihen) zugrunde gelegt wird; so daB dann Dinge wie der
Mittelwertsatz der Differentialrechnung, der hierauf fuflende Satz,
daf eine Funktion mit in einem Intervall verschwindender Ab-
leitung dort konstant ist, oder z. B. der Satz, daf eine bestindig
fallende, beschriinkte Folge von Zahlen gegen einen Grenzwert
strebt, ohne jeden Beweis erscheinen oder, was noch schlimmer ist,
mit einem vermeintlichen Beweis, der keiner ist. Die Anzahl der
Vertreter dieser extremen Spielart des anderen Standpunktes scheint
mir nicht nur monoton zu fallen; sondern der Grenzwert, dem diese
Anzahl nach dem oben genannten Satze zustrebt, ist vielleicht so-
gar Null.

Aber mit einer Begriindung der natiirlichen Zahlen wird nur
selten angefangen. Auch ich gestehe, daf ich von jeher nicht
unterlie, nach Dedekind die Theorie der reellen Zahlen durch-
zunehmen, frither aber die Eigenschaften der ganzen und der ratio-
nalen Zahlen voraussetzte. Die drei letzten Male zog ich allerdings
vor, mit den ganzen Zahlen zu beginnen. KEinmal und auch fiir
das kommende Sommersemester als Konzession gegen die Zuhorer,
die doch gleich differentiieren wollen oder gar die ganze Erldute-
rung des Zahlbegriffs nicht im ersten Semester (oder womdoglich
tiberhaupt nicht) lernen wollen, habe ich allerdings meine Vor-
lesung in zwei gleichzeitige geteilt, deren eine ,Grundlagen der
Analysis® hief. In dieser gelange ich, von den Peanoschen
Axiomen der natiirlichen Zahlen ausgehend, bis zur Theorie der
reellen Zahlen und der komplexen Zahlen; iibrigens braucht der
Horer die komplexen Zahlen im ersten Semester noch nicht; aber
deren Einfithrung ist ja ganz einfach und 148t sich miihelos gleich
anbringen.

Nun gibt es in der ganzen Literatur kein Lehrbuch, das sich
das bescheidene Ziel setzt, nur das Rechnen mit Zahlen im obigen
Sinne zu begriinden. Und auch die umfangreichen Werke, in denen
dies in den einleitenden Kapiteln unternommen wird, iiberlassen
dabei (bewuBit oder unbewufit) so manches dem Leser.

Diese Schrift — wenn sie von ihm fiir passend befunden
wird — soll jedem Kollegen der anderen péddagogischen Richtung,
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der also die Grundlagen nicht durchnimmt, wenigstens die Mog-
lichkeit geben, auf eine Quelle zu verweisen, wo das Fehlende und
nur das Fehlende in liickenlosem Zusammenhang dargestellt ist.
Die Lektiire ist ganz leicht, wenn man — was ja der Fall ist —
schon in der Schule die Ergebnisse erfahren hat und wenn man
tiber die abstrakten vier oder fiinf ersten Seiten hinweggekommen ist.

Ich trete mit Zogern mit dieser Schrift an die Offentlichkeit,
weil ich damit iiber ein Gebiet publiziere, in dem ich (auBer einer
miindlichen Mitteilung von Herrn Kalmar) nichts Neues zu sagen
habe; aber ein anderer hat sich meine, zum Teil langweilige Miihe
nicht gemacht.

Den definitiven Anstof zu dieser ,Flucht in die Offentlichkeit¢
hat aber ein konkreter Vorfall gegeben.

Die andere Richtung meint immer, wihrend des spiteren Ver-
laufes des Studiums wiirde der Schiiler an Hand einer Vorlesung
oder der Literatur die Sache schon lernen. TUnd keiner jener
meiner verehrten Freunde und Feinde wiirde bezweifelt haben, daf
z. B. in meinen Vorlesungen sich alles Notige findet. Auch ich
glaubte das. Und nun passierte mir folgendes schreckliche Aben-
teuer. An Hand meines Kollegheftes las mein damaliger Assistent
und lieber Kollege Privatdozent Dr. Grandjot (jetzt Professor
an der Universitdt Santiago) iiber Grundlagen der Analysis und
gab mir mein Manuskript mit dem Bemerken zuriick, er hitte es
fiir notwendig befunden, zu den Pean oschen Axiomen im weiteren
Verlaufe andere hinzuzufiigen, da der iibliche Weg, den ich ge-
gangen war, eine bestimmte Liicke aufweise. Ehe ich auf die
Einzelheiten eingehe, will ich gleich vorgreifend erwihnen:

1. Grandjots Einwand war berechtigt.

2. Axiome, die nicht zu Anfang des Ganzen aufgezihlt werden
konnen (weil sie an spitere Begriffe ankniipfen), sind sehr be-
dauerlich.

3. Grandjots Axiome sind (wie wir schon von Dedekind
hitten lernen kiémmen) alle beweisbar, und es bleibt (s. die ganze
folgende Schrift) bei den Peanoschen Axiomen.

Es sind drei Stellen, an denen der Kinwand Platz greift:
I. Bei der Definition von x 4y fiir natiirliche Zahlen.

IT. Bei der Definition von z -y fiir natiirliche Zahlen.
m m
III. Bei der Definition von 3 z, und [ #,, nachdem man
.o on=1 n=1

fiir irgend ein Zahlgebiet 2 +y und 2-y schon hat.
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Da alle drei Male die Sache analog liegt, spreche ich hier
nur von z -+ y fiiv natiirliche Zahlen z, y. Wenn ich etwa in einer
Vorlesung iiber Zahlentheorie irgend einen Satz iiber natiirliche
Zahlen so beweise, daB ich erst die Richtigkeit fiir 1 und dann
aus der Richtigkeit fiir 2 die fiir x +1 beweise, so pflegt gelegent-
lich ein Zuhtrer den Einwand zu erheben, ich hitte die Behaup-
tong ja gar nicht vorher fiir # bewiesen. Der Einwand ist unbe-
rechtigt, aber verzeiblich; der Student hatte eben nie vom Induk-
tionsaxiom gehért. Grandjots Einwand klingt dhnlich; mit dem
Unterschiede, dafi er berechtigt war, so da8 ich ihn auch verzeihen
mufite. Auf Grund seiner fiinf Axiome definiert Peano z+y bei
festem z fiir alle y folgendermaBen:

z2+1 =2a,
Tty = (x+y),a

und er und Nachfolger meinen damit: z +y ist allgemein definiert;
denn die Menge der y, fiir die es definiert ist, enthilt 1 und mit
y auch y'.

Aber man hat ja x4y gar nicht definiert.

Es wire in Ordnung, wenn man (was beim Peanoschen Wege
nicht der Fall ist, da die Ordnung erst nach der Addition einge-
filhrt wird) den Begriff ,Zahlen = y“ hiitte und von der Menge
der y spriche, zu denen es ein fiir # =<y definiertes f (¢) mit den
Eigenschaften gibt:

f1) ==,
F&) = (f @) fir s <y.

So verlduft Dedckinds Begriindung. Mit freundlicher Hilfe des
Kollegen von Neumann in Princeton hatte ich nach vorheriger
Einfithrung der Ordnung (was dem Leser nicht bequem gewesen
wiire) einen derartigen Weg fiir dies Biichlein ausgearbeitet.
In letzter Stunde erfuhr ich aber einen sehr viel einfacheren Be-
‘weis von Dr. Kalmdr in Szeged; jetzt sieht die Sache so einfach
und der Beweis den iibrigen Beweisen des ersten Kapitels so dhn-
lich aus, dafl auch der Kenner diese Pointe nicht gemerkt hitte,
wenn ich mnicht mein obiges Gestdndnis von Schuld und Siihne so
ausfithrlich zu Protokoll gegeben hitte. Bei z-y geht es genau

n m
ebenso; >, x, und [ z, ist allerdings nur auf dem Dedekind-
n=—=1 n=1

schen Wege moglich; aber von Kap. 1, § 3 an hat man ja die Menge
der 2 =y.
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Um es dem Leser miglichst leicht zu machen, habe ich manche
(nicht sehr umfangreiche) Wortmengen in mehreren oder allen Ka-
piteln wiederholt. Fiir den Kenner wire es natiirlich ausreichend,
z. B. ein fiir allemal beim Beweise der S#tze 16 und 17 zu sagen:
Diese Begriindung gilt fiir jede Klasse von Zahlen, bei denen die
Zeichen < und = definiert sind und bestimmte vorangegangene
Eigenschaften haben. Derartige wiederholte Schlufiweisen betreffen
Sitze, die in allen betreffenden Kapiteln vorkommen mufiten, weil

m
die Sitze im nachfolgenden angewendet wurden. Aber 3 a, und
m n==1

TI @, braucht man nur im letzten Kapitel einzufiihren, um es
n=1

damit auch fiir die niederen Zahlarten zu haben. Daher warte ich
damit bis zu den komplexen Zahlen, desgl. mit den Sitzen iiber
Subtraktion und Division; erstere gelten selbstverstindlich z. B.
fir natiirliche Zahlen nur, wenn jeder Minuendus grofer ist als
der Subtrabendus, letztere z. B. bei natiirlichen Zahlen nur, wenn
alle Divisionen aufgehen.

Mein Buch ist unter Verzicht auf Nebenbemerkungen in dem
unbarmherzigen Telegrammstil (,Axiom“, ,Definition®, ,Satz,
,Beweis“, nur gelegentlich ,Vorbemerkung“; selten Worte, die
zu keiner dieser fiinf Rubriken gehdren) geschrieben, der bei einer
so leichten Materie am Platz ist.

Ich hoffe, nach jahrzehntelanger Vorbereitung diese Schrift so
abgefafit zu haben, dafl ein normaler Student sie in zwei Tagen
lesen kann. Und dann darf er sogar (da er die formalen Regeln
ja schon von der Schule her kennt) den ganzen Inhalt bis auf das
Induktionsaxiom und den Dedekindschen Hauptsatz vergessen.

Wenn aber gar dem einen oder anderen Kollegen der anderen
Richtung die Sache so leicht erscheint, dafl er sie in seinen An-
fingervorlesungen (auf dem folgenden oder irgend einem anderen
Wege) bringt, wiirde ich ein Ziel erreicht haben, auf das ich in
groferem Umfange nicht zu hoffen wage.

Berlin, den 28. Dezember 1929.
Edmund Landau.
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Kapitel 1.
Natiirliche Zahlen.

§ 1.
Axiome.

Wir nehmen als gegeben an:

Eine Menge, d.h. Gesamtheit, von Dingen, natiirliche Zahlen
genannt, mit den nachher aufzuzihlenden Kigenschaften, Axiome
genannt.

Vor der Formulierung der Axiome sei einiges in bezug auf
die benutzten Zeichen = und == vorangeschickt.

Kleine lateinische Buchstaben bedeuten in diesem Buch, wenn
nichts anderes gesagt wird, durchweg natiirliche Zahlen.

Ist # gegeben und y gegeben, so sind

entweder z und y dieselbe Zahl; das kann man auch

z =y
schreiben (= sprich: gleich);
oder z und y nicht dieselbe Zahl; das kann man auch
z ==y
schreiben (== sprich: ungleich).
Hiernach gilt aus rein logischen Griinden:

1) T =z
fir jedes x.
2) Aus
r =1y
folgt
y =2
3) Aus

folgt

Landau, Grundlagen der Analysis. 1



2 Kap. 1: Natiirliche Zahlen. § 1: Axiome.

Kine Schreibweise wie
a =b=¢=24d
mit der zunidchst nur
a=25b b=1¢ ¢=4d
gemeint ist, enthédlt also iiberdies z. B.
a =¢ a=4d, b=d

(Entsprechend in den spéteren Kapiteln.)

Von der Menge der natiirlichen Zahlen nehmen wir nun an,
da8 sie die Eigenschaften hat:

Axiom 1: 1 ist eine natiirliche Zahl.

D. h. unsere Menge ist nicht leer; sie enthilt ein Ding, das 1
(sprich: Eins) heifit.

Axiom 2: Zu jedem x gibt es genau eine natiivliche Zahl, die
der Nachfolger von x heilit und mit x' beceichnet werden mdge.

Bei komplizierten # wird die Zahl, um deren Nachfolger es
sich handelt, eingeklammert, wenn sonst ein Miverstindnis zu be-
fiirchten ist. Entsprechendes gilt im ganzen Buch bei z+y, 2y,
z—y, —z, ¥ u dgl

Aus
=y
tolgt also
z =y
Axiom 3: Stets ist
z' == 1.

D. h. es gibt keine Zahl mit dem Nachfolger 1.
Axiom 4: Aus

=y
folgt
r = y.
D. h. zu jeder Zahl gibt es keine oder genau eine, deren Nach-
folger jene Zahl ist.
Axiom 5 (Induktionsaxiom): Es sei I eine Menge natiirlicher
Zahlen mit den Eigenschaften :
1) 1 gehirt 2u M.
II) Wenn x 2u M gehirt, so gehirt ' zu IN.
Dann umfalit M alle natiirlichen Zahlen.
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§ 2.
Addition.
Satz 1: Aus
xFy
folgt
z £y,
Beweis: Sonst wire
z =y,
also nach Axiom 4
z = .
Satz 2: z == z.

Beweis: It sei die Menge der x, fiir die dies gilt.
I) Nach Axiom 1 und Axiom 3 ist

1= 1;
also gehort 1 zu M.
II) Ist 2 zu M gehorig, so ist
z =+ .
also nach Satz 1
@) =+,
also z' zu M gehorig.
Nach Axiom 5 umfaft also I alle natiirlichen Zahlen; d. h.
fiir jedes z ist
z &= x.
Satz 3: Ist
z =+ 1,
so gibt es ein (also nach Axiom 4 genau ein) w mit
z = u.
Beweis: It sei die Menge, die aus der Zahl 1 und denjenigen
« besteht, zu denen es ein solches » gibt. (Von selbst ist jedes
derartige
z=+=1
nach Axiom 3.)
1) 1 gehort zu M.
1*



4 Kap. 1: Natiirliche Zahlen. § 2: Addition.

IT) Ist  zu IM gehdrig, so ist, wenn unter u die Zahl x ver-
standen wird,

also 2’ zu MM gehorig.
Nach Axiom 5 umfalt also I alle natiirlichen Zahlen; zu
jedem
x4 1
gibt es also ein # mit
z = .
Satz 4, zugleich Definition 1: Auwf genaw eine Art lift sich
Jedem Zahlenpaar x,y eine natirliche Zahl, x +y genannt (4 sprich:
plus), so zuordnen, daf

1) z+1 =« fiir jedes x,

2) 24y = (x4y) [fir jedes x und jedes y.

z+y heilft die Summe von x und y oder die durch Addition von
y zu x entstehende Zahl.

Beweis: A) Zunichst zeigen wir, daf es bei jedem festen z
héchstens eine Moglichkeit gibt, z+ y fiir alle ¥ so zu definieren, daf
z+1 =2
und :

24y = (z+y) {fir jedes y.
Es seien a, und b, fiir alle y definiert und so beschaffen, daB

a, = & b, = «'

a, = (o), b, = (b) fir jedes y.
M sei die Menge der y mit

Y-
I) a, = ' =b 3
1 gehort also zu M.
II) Ist y zu M gehorig, so ist

a, = b,,

also nach Axiom 2
(a,) = (b)),
a, = (a,) = (b)) = b

also ¥’ zu M gehorig.
Daher ist I die Menge aller natiirlichen Zahlen: d. h. fiir
jedes y ist

also

28]



Satz 4—5, Definition 1. 5]

B) Wir zeigen jetst, dafl es zu jedem x eine Miglichkeit gibt,
z+y fir alle y so zu definieren, dafl
z24+1 = 2
und
z+y = (x+y) fir jedes y.
M sei die Menge der x, zu denen es eine (also nach A) genau
eine) solche Moglichkeit gibt.
I) Fir
z =1
leistet
z+y =y
das Gewiinschte. Denn
z+1 =1 =4,
x+yl J— (yl>( p— (x_}_y)l‘
Also gehort 1 zu M.
TI) Es sei # zu M gehorig, also ein x+y fir alle y vor-
handen. Dann leistet
'ty = (@+y)
das Gewiinschte bei #’. Denn
241 = (z+1) = (&)
und
“+y = (z+y) = (z+y9)) = @+
Also gehort ' zu M.
Daher umfafit M alle .
Satz 5 (assoziatives Gesetz der Addition):

@+y)+e = z+(y+2).

Beweis: z und y seien fest, I die Menge der 2, fiir die die
Behauptung gilt.

D @+y)+1l = (+y) =2+y = 2+ (y+1);

also gehért 1 zu M.
II) z gehore zu M. Dann ist

@+y)+eo = z+({y+2),
also

@+9)+e = (@+y)+2) = (@+E+a) = s+@+2) = 2+F+2),

also 2’ zu M gehirig.
Die Behauptung gilt also fiir alle 2.
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Satz 6 (kommutatives Gesetz der Addition):
x4y = y+o

Beweis: y sei fest, I die Menge der =z, fiir die die Be-
hauptung gilt.

I) Es ist
y+i =1y
und nach der Konstruktion beim Beweise des Satzes 4
1+ Yy = .1/7
also
l+y =y+1,

1 zu M gehorig.
II) Ist # zu M gehodrig, so ist
Z+Y = y+a,
also
@+y) =+ = y+a
Nach der Konstruktion beim Beweise des Satzes 4 ist
xty = (x'f‘y)';
also
¥4y = y+a,
also 2’ zu M gehorig.
Die Behauptung gilt also fiir alle .
Satz 7: y=Fz+y.
Beweis: = sei fest, I die Menge der y. fiir die die Be-
hauptung gilt.
I 1= 2,
1=+=2+1;
1 gehort zu WM.
II) Ist y zu M gehorig, so ist

Yy =+ x4+ Y,
also

y == (=+y),

Yy +at+y,

y' zu MM gehorig.
Die Behauptung gilt also fiir alle y.
Satz 8: Aus
Y=<
folgt
X4y F x4z
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Beweis: Bet festen y, # mit

y -z
sei MM die Menge der x mit
r4+y =F x4z
D y o+ 2,
14y =142

1 gehort also zu IN.

II) Ist 2 zu M gehorig, so ist

r+y +x+2,
also
(w+y) == (z+e2),
24y =+ x4+

z' zu M gehorig.

Also gilt die Behauptung stets.

Satz 9: Sind x und y gegeben, so liegt gemau einer der Fille vor:

1) x = y.
2) Es g¢ibt ein (also nach Satz 8 genau ein) u mit
r o= Y4 u

3) Es gibt ein (also nach Satz 8 genau ein) v mit
y = z-+v.
Beweis: A) Nach Satz 7 sind 1), 2) unvertridglich und 1), 3)

unvertriglich. Aus Satz 7 folgt auch die Unvertriglichkeit von
2), 3); denn sonst wire

z=y+u = (x+v)+u =2+ @w+u) = (v+u)+z.

Also liegt hichstens einer der Fille 1), 2), 3) vor.

B) = sei fest, I die Menge der y, fiir die einer (also nach A)
genau einer) der Fille 1), 2), 8) vorliegt.

I) Fiir y = 1 ist nach Satz 3 entweder

z=1=y (Fall 1)
oder

z=u = 14+u =y+u (Fall 2)).

Daher gehort 1 zu M.
II) Es gehére y zu M. Dann ist
entweder (Fall 1) bei y)
r =1,
also
Y =y+1 = 2z+1 (Fall 3) fiir ¢);
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oder (Fall 2) bet y)

r = y+u

also, wenn

u = 1,

z=y+1 =y (Fall 1) fiir );

wenn

=k 1,
nach Satz 3

= w = 1+uw,

2 =y+(1+w) = y+)+w =y +w (Fall 2 fiir y');
oder (Fall 3) bei )
y = x+v,
also
y = (x+v) = ¢+ (Fall 3) fiir ¢').
Jedenfalls gehdrt also ¢ zu IN.
Daher liegt stets einer der Fille 1), 2), 3) vor.



Satz 10—12, Definition 2—5.

§ 3.
Ordnung.
Definition 2: Ist
X = y+u,
so ist
xz = y.
(> sprich: grofier als.)
Definition 3: Is¢
R Yy = x40
80 st
z<<y.

(<< sprich: kleiner als.)
Satz 10: Sind x, y beliebig, so liegt genaw einer der Fiille
T =1y x>y xT<Y
vor.
Beweis: Satz 9, Definition 2 und Definition 3.
Satz 113 Aus

x>y
folgt
Y << .
Beweis: Beides besagt
x = y-+u
bei passendem u.
Satz 12: Aus
x <<y
folgt
¥ > .
Beweis: Beides besagt
Yy = x+v
bei passendem v.
Definition 4: x =y
bedeutet
z>y oder x = y.
(= sprich: groBler oder gleich.)
Definition 5: =y
bedeutet

z<<y oder x =Y.

(= sprich: kleiner oder gleich.)



10 Kap. 1: Natirliche Zahlen. § 3: Ordnung.

Satz 13: Aus

x=y
tolgt
y=u
Beweis: Satz 11.
Satz 14: Aus
z=y
folgt
y =

Beweis: Satz 12.
Satz 15 (Transitivitdt der Ordnung): Aus

<<y, Y=<z

folgt
x << z.

Yorbemerkung: Aus
=y, Y=z
folgt also (wegen
f=Ty, Y=<z,
¢ << 7)
x> 2;
aber solche trivialerweise durch Riickwirtslesen entstehenden Wort-
laute schreibe ich in der Folge nicht erst auf.
Beweis: Bei passenden v, w 1st
Yy =x+v, 2 =y+w,
also
e = (x+v)+w = z+ (v+w),
x <<z
Satz 16: Aus
=y, y<z oder z<<y, y==
folgt
<<z
Beweis: Mit dem Gleichheitszeichen in der Voraussetzung klar;
sonst durch Satz 15 erledigt.
Satz 17: Aus

folgt

Beweis: Mit zwei Gleichheitszeichen in der Voraussetzung
klar; sonst durch Satz 16 erledigt.



Satz 13—21. 11

Nach den Sitzen 15 bis 17 ist eine Schreibweise wie
a<b=c<d

gerechtfertigt; das heifit zunichst
a<<b, b=¢ ¢c=<d,

enthilt aber nach jenen Sitzen auch z. B.
a<<¢, a<<d, b<d.

(Entsprechend in den spiteren Kapiteln.)

Satz 18: T+Yy>a.
Beweis : r4+y = z+9.
Satz 19: Aus
2=y bew. x = y bew. z<<y
folgt
= y+z bew. x+2<<y+e.

r+z=>y+2 bew. z+2

Beweis: 1) Aus

x>y
folgt
X = Y+ u,
r4e = (y+u)+es = (uty+2z=ut+wy+s = Y+2)+u
z+e2>=>y+e
2) Aus
X =y
folgt natiirlich
x+z = Yy+e.
3) Aus
<<y
folgt
y>x7
also nach 1)
Yy+z=>a+2z,

Z4z<<y+ 2z

Satz 20: Aus

ete=>y+e b 24+2 =y+tebow z+e<<y+e

folgt
= y bzw. x <<y

z >y bew. x
Beweis: Folgt aus Satz 19, da die drei Fille beide Male sich

ausschliefen und alle Moglichkeiten erschépfen.

Satz 21: Aus
>y, &>u



12 Kap. 1: Natiirliche Zahlen. § 3: Ordnung.

folgt

x+z>Y+u
Beweis: Nach Satz 19 ist
rHe=>yt+z
und
Yy+z =z+y>u+y = y+u,
also

r+z2>=>y+u.
Satz 22: Aus

=y, z2>u oder x>y, 2=u
folgt
T+&>=Y-+u.

Beweis: Mit dem Gleichheitszeichen in der Voraussetzung
durch Satz 19, sonst durch Satz 21 erledigt.

Satz 23: Aus
olgt Ty, e = u
09
z+2=y+u.

Beweis: Mit zwei Gleichheitszeichen in der Voraussetzung
klar; sonst durch Satz 22 erledigt.

Satz 24: z=1.

Beweis: Entweder ist
oder

Satz 25: Aus
folgt

Beweis: y = z+u,
also

Satz 26: Aus

folgt

y<<z+1

Y=
Beweis: Sonst wiire

also nach Satz 25



Satz 22—27. 13

Satz 27: In jeder nicht leeren Menge natiirlicher Zahlen gibt es
eine kleinste (d. h. eine, die kleiner ist als jede etwaige andere).

Beweis: N sei die gegebene Menge. I sei die Menge der z,
die = jeder Zahl aus 3 sind.

1 gehort zn IN nach Satz 24. Nicht jedes x gehdrt zu IN;
denn fiir jedes y aus N gehort y + 1 nicht zu IR, wegen

y+1l=>y.

Also gibt es in M ein m, so daB m+1 nicht zu MM gehort;
denn sonst miifite nach Axiom 5 jede natiirliche Zahl zn I ge-
horen.

Von jenem m behaupte ich, daf es = jedem # aus M ist und
zu N gehort. Ersteres steht schon fest. Letzteres folgt indirekt
so: Wire m nicht zu R gehdrig, so wire fiir jedes # aus N

m << n,
also nach Satz 25
m+1=n;

m+1 witrde also zu I gehdren, gegen das Obige.
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§ 4.
Multiplikation.

Satz 28, zugleich Definition 6: Auf genau eine Art lift sich
jedem Zahlenpaar x,y eine natiirliche Zuhl, x-y genannt (- sprich:
mal; aber man schreibt den Punkt meist nicht), so esuordnen, dass

1) z-1 =z fiir jedes x,

2) w-y = x-y+ax fir jedes x und jedes y.

x -y heilit das Produkt von x mit y oder die durch Multiplikation
von x mit y entstehende Zahl.

Beweis (mutatis mutandis wortlich mit dem des Satzes 4 iiber-
einstimmend): A) Zunichst zeigen wir, dafl es bei jedem festen x
hichstens eine Méglichkeit gibt, zy fiir alle ¥ so zu definieren, dafl

z-1=u
und
xy' = wy+x fur jedes v.
Es seien a, und ¥, fiir alle y definiert und so beschatten, daf
a, =z, b = gz
ay = a,+z, by = b +x fir jedes y.

M seil dic Menge der y mit

8
I

K
.
I
SN

I a
1 gehirt also zu M.
II) Ist y zu M gehdrig, so ist

a, = b,,
also
ay, = a,+x = b 4z = b,
also y' zu I gehorig.
Daher ist MM die Menge aller natiirlichen Zahlen; d.h. fir
jedes y ist

a, = b

y y°
B) Wir zeigen jetzt, dafl es zu jedem z eine Moglichkeit gibt,
zy fiir alle y so zu definieren, daf

z1 =z



Satz 28—29, Definition 6. 15
und
' tee .
zy' = xy+z fir jedes .

IR sei die Menge der x, zu denen es eine (also nach A) genau
eine) solche Maglichkeit gibt.

1) Fiir
z =1
leistet
ry =Y
das Gewiinschte., Denn
z-1=1=u

!

2y =y = y+1 = ay+a
Also gehirt 1 zu M.

II) Es sei # zu I gehorig, also ein ay fiir alle y vorhanden.
Dann leistet

gy = xy+y
das Gewiinschte bei 2/. Denn
21 = 2141 = 2+1 = o
und
vy =ay+y = (@+a)ty = ay+@+y) =ay+@+y)

=ay+ (@ +y) = 2y +y+2) = @ +y)+ = 2y+a.
Also gehort o' za .

Daher umfafit M alle .

Satz 29 (kommutatives Gesetz der Multiplikation):

zy = yx.

Beweis: y sei fest, I die Menge der z, fiir die die Behaup-
tung gilt.

I) Es 1st
y-1=y
und nach der Konstruktion beim Beweise des Satzes 28
l-y =y,
also
l.y=y-1,

1 zu IR gehorig.
1I) Ist x zu M gehorig, so ist

zy = yx,
also

Yty = yr+y = yz'
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Nach der Konstruktion beim Beweise des Satzes 28 ist

'y = xy+y,
also

Ty = yx,
also z' zu M gehdrig.
Die Behauptung gilt also fiir alle a.
Satz 30 (distributives Gesetz):

2y + &) = ay+za.
Yorbhemerkung: Die aus Satz 30 und Satz 29 flieende Formel
y+2)x = yr+ 2z
und #hnliche Analoga spdterhin brauchen nicht besonders als Sitze
formuliert oder auch nur aufgeschrieben zu werden.
Beweis: Bei festen 2, y sei M die Menge der 2z, fiir die die
Behauptung gilt.
1y zy+1) = oy = wy+2 = ay+a-1;
1 gehirt zu M.
IT) Wenn 2 zu M gehdrt, ist
x(y+2) = zy +az,
also
t(y+2d) = z(y+2)) = z(y+2)+2 = (wy+ae) ta
= zy+ (xz +2) = xy + xe',
also ¢ zu M gehorig.
Daher gilt die Behauptung stets.

Satz 31 (assoziatives Gesetz der Multiplikation):
(@y)z = 2 (y2).

Beweis: x und y seien fest, IR die Menge der 2, fiir die die
Behauptung gilt.

D @)1 = 2y = z(y-1);
also gehort 1 zu M.
1I) z gehdre zu IR. Dann ist
(@y)z = x(ye),
also unter Benutzung von Satz 30
(@y)e' = (zy)z+ay = 2(ys) +ay = z(ys+y) = 2(¥%),

also ¢’ zu I gehorig.
M umfaBt also alle natiirlichen Zahlen.



Satz 30—35. 17
Satz 32: Adus

x>y bew. x = y baw. x <y
folgt
22> yz baw. x2 = yz bew. vz < ya.

Beweis: 1) Aus

x>y
folgt
zr = Y+ u,
2 = (Y+ue = yo +uz > ya.
2) Aus
r=19Y
folgt natiirlich
rz = ya.
3) Aus
<<y
folgt
Y=,
also nach 1)
Yz > zz,
2z << ya.

Satz 33: Aus

xe > yz baw. xz = yz bew. xe << ys
folgt
x>y bzw. x = y bew. x < y.

Beweis: Folgt aus Satz 32, da die drei Fille beide Male sich
ausschlieBen und alle Méglichkeiten erschopfen.

Satz 34: Aus

x>y, 2 =>u
folgt
xz = yu.

Beweis: Nach Satz 32 ist

T2 > Yz
und
Y2 = zy =>uy = Yu,
also
xz = yu.
Satz 35: Aus

=y, e>uoder x>=>Y, 2=1u
folgt
xs = yu.
Beweis: Mit dem Gleichheitszeichen in der Voraussetzung

durch Satz 32, sonst durch Satz 34 erledigt.
Landau, Grundlagen der Analysis. 2



i8 Kap. 1: Natiirliche Zahlen. § 4: Multiplikation.

Satz 36: Aus
=Y, 2= U
folgt
z2 = yu.
Beweis: Mit zwei Gleichheitszeichen in der Voraussetzung
klar; sonst durch Satz 35 erledigt.



steht man das Paar der natiirlichen Zohlen xz,, x, (in dieser

Definition und Aquivalenz.

Satz 86—39, Detinition 7—8.

Kapitel 2.

Briiche.
§ 1.

19

st . z . .
Definition 7: Unter einem Bruch }5‘ (sprich: x, iiber z,) ver-

folge).
Definition 8:

(~v sprich: dquivalent), wenn

folgt

also

folgt

Satz 37:

Beweis:
Satz 38:

Beweis:

Satz 39:

Beweis:

Aus

Aus

2

r Y%
Ly Y,
wxys = ylx‘_"
x, oz
x,
z,%, = %,%
z, Y
pL NN 4
Z, Y,
Y9 %
Y. €L,
Y, = Y%,
N, = &,Y,.
x %, Z
1 Y, , Y, ~
Yy Y. Y. 2,
X Z
LA
x, 2,
Y, = Y1 %y Y15, = &Y,

Q9 *

Reihen-
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also
@,95) :2) = (1:2,)(2,9,)-
Stets ist
@y)(eu) = z(y(ew) = z([y2)u) = z(u(y2) = (vu)(y2)
= (zu)(29);
daher ist
. (@.95) (4:2) = (2, 2) (4, 9)

%) (7.9, = %) (2, %) = (2,2,) (4, 9,),
folglich nach dem Obigen
(xl 52) (yl yﬁ) = (zl x?) (yl y?))

x,2, = 2,&,.

Auf Grund der Sitze 37 bis 39 zerfallen alle Briiche in Klassen,

so dafB

xl yl

Y19

v, Y,
d Y o
— und “* derselben Klasse angehoren.
R T
z,z’

dann und nur dann, wenn

Satz 40:

1
2
r
it B
Z,

Beweis: z,(x,x) = =z (x2,) = (2,2)z,.



Satz 40—43, Definition 9—10.

§ 2.
Ordnung.
Definition 9: gy
Ty Y,
(> sprich: grofler als), wenn

T Yo = Yy %y

Definition 10: Do
Z, Y.

(<< sprich: kleiner als), wenn
Z,Ys << Y, %,

Satz 41: Sind &’ L beliebig, so liegt genau einer der Fille

2 Ya

ot BV S
x2 y2 x2 y2 x? y‘z
vor.
Beweis: Es liegt fir z,, z,, 9,, ¥, genau einer der Fille
T Yy = Y1 Zyy LY, Y%y LYy <Y\,
vor.
Satz 42: Aus

folgt

Beweis: Aus
folgt

Satz 43: Aus

ﬁ < Y

T, Y
folgt

ﬁx z,

21
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Beweis: Aus
xl yZ < yl x?
folgt
yl xﬂ > xl yE N
Satz 44: Aus
Zy ¥ 4 U %,
x? ?/2 i xﬂ Z'l ) y? u2
folgt

“
Z2 M?

Vorbemerkung: Ist also ein Bruch einer Klasse grifier als
ein Bruch einer anderen Klasse, so gilt dies fiir alle Reprisen-
tantenpaare der beiden Klassen.

Beweis: vy,u, = wy,, &2, = 2,2, T.Y,=>Y 7,
also
Wy %) (2,2,) = (u,,) (%, 2,),
also mach Satz 32
(%) (2,%,) = (w, 2,) (2,,) = (u,2,) (3, 2,),
also nach Satz 33
Z Uy > U, 2,

Satz 45: Aus

Lo S '»L’INZj;’ Y %
2 y? x? '52 y) u
folgt
ﬁl e ul
2,

Vorbemerkung: Ist also ein Bruch einer Klasse kleiner als
ein Bruch einer anderen Klasse, so gilt dies fiir alle Reprisen-
tantenpaare der beiden Klassen.

Beweis: Nach Satz 43 ist

y’,, ~ :l,:} .
y, =z’
wegen
yl ~ ?‘_’17’ 11' ~
yZ u'.’ x? 2
ist also nach Satz 44
U A
u g’



Satz 44—48, Definition 11—12,
also nach Satz 42
,;,N‘ ul
Lot
2,
Definition 11: Yo=Y
&y Ys
bedeutet
oW g Y
x‘l y2 2 y?
(=, sprich: gréBer oder dquivalent.)
Definition 12: < Yy
bedeutet
% << Iy oder il o~ g‘—.
xZ y2 2 yZ
(5 sprich: kleiner oder #quivalent.)
Satz 46: Aus
P B A Y
5Ny x5 g w
folgt
=
g, ™ u

Beweis: Mit > in der Voraussetzung ist dies durch Satz

klar; anderenfalls ist

Satz 47: Aus

x x
b ST A T N “1
xﬂ y2 x2 ZZ

folgt

Yo U
2, ™~ u

Beweis: Mit < in der Voraussetzung ist dies durch Satz

klar; anderenfalls ist

Lot M
2 xZ yl u?
Satz 48: Aus
x

R
v
@ e

23

44

45
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folgt

V9 =%

Y, o,
Beweis: Satz 38 und Satz 42.
Satz 49: Aus

folgt

Beweis: Satz 38 und Satz 43.
Satz 50 (Transitivitit der Ordnung): Aus

5 _% %_ 4

?
xZ y2 y2 22

folgt
'6, < i’, .
z, 2,
Beweis: T Y <Y, %y 112 << 2. Y,,
also

@9, (v, 2) < (v,2,) (4, 9.),
(2,25) (0, 9,) < (2,2,) (4, 9,),
Tz, << 2, X,

Satz 51: Aus

E‘_S%_’ gl<ﬁ oder f’,<_y“’ _%_55‘,
xﬁ y2 y2 zﬁ x? y2 y? z'
folgt
T B
X z

2 2

Beweis: Mit dem Aquivalenzzeichen in der Voraussetzung
darch Satz 45, sonst durch Satz 50 erledigt.

Satz 52: Aus

TV V<
xﬂmy2, y2wg2
folgt
< B
z, ™z~

Beweis: Mit zwei Aquivalenzzeichen in der Voraussetzung
darch Satz 39, sonst durch Satz 51 erledigt.



Satz 49—55.

Satz 53: Zu % qibt es ein
2

Beweis: @ +z)r, = z,2,+ 2,2, > 2,2,,
x‘;‘jx‘ — ?E!

Z, Z,

z, . ,
Satz 54: Zu ;‘ gilt es ein
2
z,‘ - :,li‘ .
g,
Beweis: T, %y << X, Xy + T, T, = T, (Ty+ Xy),

1

z z,
— o 2L
xﬂ + x! x!

Satz 55: Ist

,xl < ,%,
xa y%
. N A
so gibt es ein —* mil
2
xvl < il, < & .
Ty 2, Yy
Beweis: T Y, << Y, %y,

also
xlx2+xly2<xlxﬁ+ylx27 xly2+yly2<ylx2+yly2’
(@, 4y < @+9)%, @+9)y <4.(x+1)

Z, Z, =+ Y Y, .
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§ 3.
Addition.

Definition 13: Unter 2‘— +%’ {+ sprich: plus) versteht man den

Bruch T2

x‘ly?
Er heifit die Summe von ;i-‘ und % oder der durch Addition
2 J2
von Y 2u i;«‘ entstehende Bruch.
% 2
Satz 56: Adus
T U A
x2 y! ZZ MZ
folgt
xi_l,_,,',,-\,:y,'_i_u}.
x? Z? y2 uﬂ

Vorbemerkung: Die Klasse der Summe hidngt also nur von
den Klassen ab, zu denen die ,Summanden® gehoren.
Beweis: XY, = Y, &, 2 U, = U,
also
(xl ye) (22 uz) = (yl '/té) (2"2 uy), (2, u2) (%, yz) = (ul Zz) (#, ?/2)7
also
(2, ‘52) (?/2 uz) = (yx Uy) (x2 52)7 (Zx z,) (y, u,) = (4, ¥,) (&, EAN
(@, 22) (yz “s) -+ (Zl .’L‘s) (?/2 “2) = (yl Mz) (x2 62) + (ul yz) (xz 32)’
(xl 2+ %, .Z‘2) (yz “2) = (?/1 U, + 4, yz) (xa Zz)> '
Lo+ ad, YUt Uy,

x222 Y. U,
- x x x,+x
Satz 57: LNt AP Bt
&€ x x

Beweis: Nach Definition 13 und Satz 40 ist

o % metne  (rtn)e  #t+E,
x x xx xx xz

Satz 58 (kommutatives Gesetz der Addition):

A N A
xZ y2 y? xi



Satz 56-—61, Definition 13.

Beweis : 2’—+£N}V‘yﬂ+y‘% ~ D&t DY, ~Y o h
'ZZ -7/2 1’2 :l/2 y? xﬁ y? x?

Satz 59 (assoziatives Gesetz der Addition):

<,xl + -@1!,)4_ ,Zl N—%—-{—(y' +ﬁ)

Zz, Y. &y ‘;/J 2,
Beweis : (lml + yA) 4+~ T Yyt Y%y | A
&, Y. Z, Z, Y, 2,
~ @GBSt a@Y) | (@) a1 5 2) + 20, 2)
($2 ?/2) 2y z, (.1/; 32)
~ EWr) @) @) (@ 08) + 5 6,5) + 6 7
, (¥, 2,) %, (Y, 2.)
L aWa)+ (W) r+ (@ y)7) | @ a)+ 4+,
x2 (yZ Z?) x? (y‘.! ‘22)
N%+%Qﬁﬁm%+@+ﬁ)
%y Y2 %, X, Y, 2,
Satz 60: Lo %

z, Y &
Beweis: Z Yo+ Y Xy = Yy
(@ Y+ Y, %) %, = (£,9,) %, = 2,(y,7,) = Z,(%,9,),
N NS
x‘_‘ y2 x? y'_’ x?
Satz 61: Aus

7

2 y?
folgt
Ty + % - Y + % .
'xz Z2 y? 2‘2
Beweis: Aus
Y, =2,

folgt
(@, 4,) 2, = (4, %,) 2,
Wegen
(@y)e = 2(y2) = z(zy) = (w2)y
ist also
_ (@, 2) Y, = (4,2, %,
und
(le;))yz = (Z,'Z/2)£L'2, ]
also

(xl 22 + Zl x2) yz = (yl Z2 + Zl yﬂ) xZS
(xl 22 + 21 xﬁ) (yl 22) = (yl 22 + Zl yﬂ) (xQ ZE)I
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T A R an  hatay, (% 4
xﬂ z’ x? Z2 y? zﬂ y? z?
Satz 62: Aus
Yo Y b, B Y e, B <Y
z, 2 Z, Ya €, 2
folgt
‘?,!+'i!>-7£!+ﬁ bzw. w1+'?.!.r\,r .
x? Zi y? ZZ x2 22 y‘.‘ 22
b, B = B
x? ZZ y? Z2
Beweis: Der erste Teil ist Satz 61, der zweite in Satz 56
enthalten, der dritte eine Folge des ersten wegen

1 Z

'{1 ~ ,J,

Y z,
yl Zl xl Zl
o e
y‘) Z‘Z x? zi
r, % Y | 4
i aii L L
Z, & Y, %

Satz 63: Aus

ﬁ!,_l_i‘,,>&+,z! bzw. ﬁ_{_ﬁwgi' _’_ﬁ
‘Z‘_’ 32 y2 Z? xZ 2;2 yﬁ zl
bow., 4 Y A

x% z‘) y? 22
folgt

x z z
oY o, T Y b, < U

xZ y2 xﬂ y2 x2 yZ
Beweis: Folgt aus Satz 62, da die drei Fille beide Male sich
ausschliefen und alle Moglichkeiten erschdpfen.

Satz 64: Aus

W &A%
x? y‘l ZS u‘_’
folgt
xi 22 y? uﬁ
Beweis: Nach Satz 61 ist
xi ’Z'Z y2 2
und

l‘ +ﬁ~fz_,‘,+% >ﬂ! +;/ILIN%_+!‘J,
y:l z? 22 y? u‘l yﬂ yz ui



Satz 62—67. 29

also

SN
x% 22 yz u?

Satz 65: Aus

Z Y- u X & 122
A= A gy T S T S
Ly Y, 2y Uy Z, Y, 2, Y,
folgt
e WL NP i

Ty 2y Y. u,

Beweis: Mit dem Aquivalenzzeichen in der Voraussetzung
durch Satz 56 und Satz 61, sonst durch Satz 64 erledigt.
Satz 66: Aus
fu> Y A=
x? ~ y? Z2 ~ uﬁ
folgt
L Y + “ .
2 22 y? uZ

Beweis: Mit zwei Aquivalenzzeichen in der Voraussetzung
durch Satz 56, sonst durch Satz 65 erledigt.

Satz 67: Ist
@A‘. - 1‘, ,
x? y?,
so hat
LA
yZ ui xi

. . % ) w, . )
eine Losung —. Sind — und — Liésungen, so ist
?
u2 1)’ w2
vl ~ wl .
v, w,

Yorbemerkung: Fir
T, —

[
x?

Y
Y,
gibt es nach Satz 60 keine Losung.

Beweis: Die zweite Behauptung folgt unmittelbar aus Satz 63 ;
denn fiir

ist nach jenem Satz
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Die Existenz eines % (erste Behauptung) ergibt sich folgender-
maflen. Es ist )
xl yﬂ = yl xﬂ "
Es werde » aus
xl y2 = yl x? + U
bestimmt und

U = u, u, = &,Y,
. u "
gesetzt. Dann ist * Losung wegen
2
Yo W Yy M UM Y&+ Y, &
y? uZ y2 nyQ x?y? x?y? x2y2 ny'l x?

Definition 14: Das beim DBeweise des Satzes 67 FLonstruierte spe-

sielle % heift % -9 (— sprich: minus) oder die Differenz ;—‘ fid-

Uy 2 Y 2
nus I oder der durch Subtraktion des Bruches Z—‘ vom Bruche —2‘
2 o z,
entstehende Bruch.
Aus
xl yl ”l
_2 2 + —
xZ y2 v?
folgt also
b oEh Y
v, % Y



Satz 68-—70, Definition 14—15. 31

§ 4
Multiplikation.

Definition 15: Unter g‘ . :/‘ (- sprich: mal; aber man schreibt
2 2

Z Y,

den Punkt meist nicht) versteht man den Bruch y
2J2

Er heilit das Produkt von :‘ mit Z«‘ oder der durch Multipli-

kation von i mit % enistehende Bruch.
2 @

Satz 68: Aus

RN S R
3 Y, Z, U,
folgt
x, 2 "
R
T, & Y, u,

Vorbemerkung: Die Klasse des Produktes hingt also nur
von den Klassen ab, zu denen die ,Faktoren® gehdren.

Beweis: Ty, = Y, L, & U, = U2z,
also

@, 9,) (a,u) = (Y, 2,) (4, 2,),

(#,2,) (Y, u,) = (y,1,) (%,2,),

x, 2 u
T4 St
r,2, Y. %,

Satz 69 (kommutatives (jesetz der Multiplikation):

LY
Z, Y, Y, %,

LY L0 W S
x2 y? mE y2 y2 x? y2 x?

Satz 70 (assoziatives Gesetz der Multiplikation):

(ﬁ RN (z ﬁ)_
x2 yi’ ‘Z? x? y? 22

Beweis ;



32 Kap. 2: Briche. §4: Multiplikation.
Boweis: (D 0) 5 B2 (z,0,)2,
Ty Yol 2 Yy 2 (B Y) 5

~ z, (ylzl) Nﬂ ylzlm x_'(ﬁ! i)
Z, (Y, 2,) Z, Y, %, Z,

y2 ZZ
Satz 71 (distributives Gesetz):

ﬁ(;y_l + ,z,l,) ~ %& +;':_CL fl_
xﬁ yz 22 x2 y? x2 zz
Beweis: (y + ﬂ) OB YAt n sty
2 \Y 4 @ Y2 CAUNA
ShWe) e ay) i @e) | x| (@e)a | (72)
1'2 (y2 zs) xZ (!/2 Z‘_’) x2 (y2 22) (x2 yz) 32 (x2 '32) y2

x z,2, x, 2
~SY L nE (B Y B 4
x? y? xﬂ Z? x? y? xﬂ '92

Satz 72: Aus

z z z
T Y o Bt b, Y
2 2 x2 y2 2 yz
folgt
b Y%A o B A (A TR YA
x? za y2 Z‘Z x? Z‘l y? 22 x? Z? y‘) z?

Beweis: 1) Aus

Z;‘ = ?l‘,
z, Y,
folgt
xl y2 = yl x2 >
(@,9:)(2,2,) = (4, 2,) (2, 22)y
(%,2)(¥,2,) > (¥,4,) (!I,‘, 2,),
Toa BB Yo Y B
x? zﬂ x? 22 y2 z? y? 22
2) Aus
rn LY
zﬂ y-z.

folgt nach Satz 68

3) Aus
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folgt

also nach 1)

TA Y A T Y B A Y s
x? Z2 12 32 xﬁ Z‘Z y2 zl xZ 22 y? zﬁ
folgt
x x x, 3
o Y e, Do P .

2 y2 x? y2 xZ yﬂ
Beweis: Folgt aus Satz 72, da die drei Fille beide Male sich
ausschlieBen und alle Moglichkeiten erschopfen.
Satz 74: Aus
5 A
x? y? 22 u?.
folgt
Lo Yt
x2 ZZ ?j') u?

Beweis: Nach Satz 72 ist

e Y4
z, &, Ys 2,
und
Y & B Y "M Y Y%
bl
y2 32 2.2 y? uZ y% yﬂ u2
also
A4 _ Y
x2 32 yﬂ 712
Satz 75: Aus
z P 2 u 2 "
b 5% gy 1% A=t
x? y? 'gﬁ u‘;’ x? y? '2’2 uz
folgt

Lo Yt
x? Zﬁ y2 u2.
Beweis: Mit dem Aquivalenzzeichen in der Voraussetzung
durch Satz 68 und Satz 72, sonst durch Satz 74 erledigt.

Landau, Grundlagen der Analysis. 3
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Satz 76: Aus

T Y
xN b

2

N 1_@
2V

*
u2

N
©
L

folgt

8
& (&

=

=

15 =Y %
nJ uﬂ‘

Beweis: Mit zwei Aquivalenzzeichen in der Voraussetzung
durch Satz 68, sonst durch Satz 75 erledigt.

Satz 77: Die Aquivalenz

u z
B4 %5 ,
y2 u? x2
x . . " u ) w
wo 2 und N gegeben sind, hat eine Lisumg —*. Sind — und —
Z, Ys s s W,
Lisungen, so ist
AT
v w,’

2 2

Beweis: Die zweite Behauptung folgt unmittelbar aus Satz
73; denn fiir
$iv YW
y’ ?JR y2 we
ist nach jenem Satz

Die Existenz eines % (erste Behauptung) ergibt sich folgender-
2
malBen. Fiir
Uy = T Yy, Uy = LY,

ist w ! Liosung wegen
4,
2

Yo Uy W Yo B Yy WY 8008 5
y2 ul u'} yﬂ xeyl yﬂ (‘Z2yl)y2 x?(yly‘l) x2
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§ b.
Rationale Zahlen und ganze Zahlen.

Definition 16: Unter ciner rationalen Zahl versteht man die
Menge aller einem festen DBruch dquivalenten Briiche (also eine Klasse
im Sinne des § 1).

Grofie lateinische Buchstaben bezeichnen durchweg, wotern
nichts anderes gesagt wird, rationale Zahlen.

Definition 17: X=1Y

(= sprich: gleich), wenn beide Mengen dieselben Briiche wmfassen.
Anderenfalls
X+7Y
(5= sprich: ungleich).
Trivial sind die drei Satze:
Satz 78: X=X
Satz 79: Aus
X=Y
folgt

Satz 80: Aus

Yy =X

X=%Y Y=12
folgt
X =27
Definition 18: « X=>Y

(> sprich: grofer als), wenn fiir einen (also nach Satz 44 fiir je

einen) Bruch % bew. 22 qus der Menge X bzw. Y

ﬁ[ -~ _?!.1
_ Z, Y,
182.
Definition 19: X<Y
(<< sprich: kleiner als), wenn fiir einen (also nach Satz 45 fiir je

einen) Bruch % baw. %
2 H

aus der Menge X bzw. Y

x
Y
x% ?/z
188,
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Satz 81: Sind X, Y beliebig, so liegt genau einer der Fille
X=Y X=Y X<¥Y

vor.
Beweis: Satz 41.
Satz 82: Aus
X=X
folgt
Y= X
Beweis: Satz 42
Satz 83: Aus
X<Y
folgt
Y= X
Beweis: Satz 43.
Definition 20: X=Y
bedeutet

X=>Y oder X = Y.
(= sprich: grofier oder gleich.)
Definition 21: X=Y

bedeutet
X<Yoder X = Y.

(= sprich: kleiner oder gleich.)
Satz 84: Aus

X=Y
folgt
Y=X.
Beweis: Satz 48.
Satz 85: Aus
XY
folgt
Y=X.
Beweis: Satz 49.
Satz 86 (Transitivitdt der Ordnung): Aus
X<Y Y<Z
folgt
X< Z
Beweis: Satz 50.
Satz 87: Aus
X=Y Y<Zoder X< ¥, Y=2
folgt

X< Z.
Beweis: Satz bl.
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Satz 88: Aus
X=2Y, Y=2Z
folgt
Beweis: Satz b2.
Satz 89: Zu X gibt es ein

Z=X.

X=Zz

Beweis: Satz 53,
Satz 90: Zu X gibt es ein

Z < X.
Beweis: Satz 54.
Satz 91: Ist
X<Y,
so gibt es ein Z mit
X<Z<Y.

Beweis: Satz 5b.

Definition 22: Unter X+ Y (+ sprich: plus) versfeht man die
Klasse, der eine (also nach Satz 56 jede) Summe eines Bruches aus
X und eines DBruches aus Y angehort.

Diese rationale Zahl heillt die Summe von X und Y oder die
durch Addition von Y zu X entstehende rationale Zahl.

Satz 92 (kommutatives Gesetz der Addition):
X+Y=7Y4+X

Beweis: Satz 58.

Satz 93 (assoziatives Gesetz der Addition):
(X+X)+2Z = X+ (¥Y+ 2)

Beweis: Satz B9.

Satz 94: X+Y=X

Beweis: Satz 60.

Satz 95: Aus

X=>Y
folgt
X+Z=Y+Z

Beweis: Satz 61.
Satz 96: Aus
X=>Ybow X = Ybew X<Y
folgt
X+ Z=>Y+Zbow. X+Z =Y+ Zbew. X+Z< Y+ Z
Beweis: Satz 62.
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Satz 97: Aus
X+ 72=Y+Zbsw. X+2Z =Y+Zbew. X+Z<Y+Z

folgt
X=>Ybzw X = Y bzw. X< Y.
Beweis: Satz 63.
Satz 98: Aus
X=Y Z=U
folgt

Beweis: Satz 64.
Satz 99: Aus

X=Y, Z=Uoder X=>Y, Z=U

X+Z=Y+ U

folgt
X+7Z=Y+ U
Beweis: Satz 65.
Satz 100: Aus
X=Y, z=U
folgt
X+7Z=Y+ U
Beweis: Satz 66.
Satz 101: Ist
X=17,
so hat
Y+ U =X

genau eine Lisung U.
Vorbemerkung: Fiir
X=Y

gibt es nach Satz 94 keine Ldsung.

Beweis: Satz 67.

Definition 23: Dies U heilit X — Y (— sprich: minus) oder die
Differenz X minus Y oder die durch Subtraktion der rationalen Zahl
Y wvon der rationalen Zahl X entstehende rationale Zuhl.

Definition 24: Unter X.Y (- sprich: mal; aber man schreibt
den Punkt meist nicht) versteht man die Klasse, der ein (also nach
Satz 68 jedes) Produkt eines Bruches aus X wmit einem Bruche aus
Y angehirt.

Diese rationale Zahl heifit das Produlkt von X mit Y oder die
durch Multiplikation von X mit Y entstehende rationale Zahl.

Satz 102 (kommutatives Gesetz der Multiplikation):

XY = YX.
Beweis: Satz 69.

e
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Satz 103 (assoziatives Gesetz der Multiplikation):
(XY)Z = X(YZ).
Beweis: Satz 70.
Satz 104 (distributives Gesetz):
X(Y+2) = XY+ XZ
Beweis: Satz 71.
Satz 105: Aus
X>Ybsw. X = Y baw. X<Y
folgt
XZ=>YZ bzw. XZ = YZ baw. XZ < YZ.
Beweis: Satz 72.
Satz 106: Aus
XZ>YZ baw. XZ = YZ bew. XZ << YZ
folgt
X=Y bew. X = Y bew. X< Y.
Beweis: Satz 73.
Satz 107: Aus
X=>Y, Z=>U

folgt

Beweis: Satz 74.

Satz 108: Aus

X=Y, Z=Uoder X=>Y, Z=U

XZ=YU.

folgt
XZ=>YU.
Beweis: Satz 75.
Satz 109: Adus
X=Y, Z=TU
folgt
XZ=YU.

Beweis: Satz 76.
Satz 110: Die Gleichung
YU = X,
wo X und Y gegeben sind, hat genau eine Losung U.
Beweis: Satz 77.
Satz 111: Aus

z _Y z Y z _Y
1>1 baw. i~ bzw.1<1
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folgt
=y bew. £ = y baw. x <<y
und umgelehrt.
Beweis: z-1>y-1 bzw. -1 = »-1 bzw. z-1<y-1
bedeutet dasselbe wie
x>y bzw. x = y bzw. z<<y.
Definition 25: Line rationale Zahl heifft ganz, twenn unier den
z
1

Dies z ist nach Satz 111 eindeutig bestimmt, und umgekehrt
entspricht jedem z genau eine ganze Zahl.

Briichen, deren Gesamtheit sie ist, ein DBruch vorkommt.

AL

x
Satz 112: T+ =2,

zy zy
11771

Yorbemerkung: Summe und Produkt zweier ganzer Zahlen
sind also ganze Zahlen.

Beweis: 1) Nach Satz 57 ist

z Yy ,x2ty
Tt~y T

2) Nach Definition 15 ist
z Yy xy zYy

T1711v 1
Satz 113: Die ganzen Zahlen geniigen den fiinf Axiomen der

natiirlichen Zahlen, wenn die Klasse von —i— an Stelle von 1 genommen

’
wird und als Nackfolger der Klasse von 6{— die Klasse von ai an-
gesehen wird.

Beweis: 3 sei die Menge der ganzen Zahlen,
1) Die Klasse von —i gehort zu 3.

2) Zu jeder ganzen Zahl haben wir einen Nachfolger eindeutig
erklirt.

3) Er ist stets von der Klasse von % verschieden, da stets

z =+ 1.
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! 7
4) Stimmen die Klassen von g{— und ?{— iiberein, so ist

xl yl

YT
z =y
r =1,
Zz Y

i~

und die Klassen von % und % stimmen iiberein.

5) Eine Menge )¢ von ganzen Zahlen habe die Eigenschaften:

I) Die Klasse von % gehort zn M.

II) Falls die Klasse von “

7 20 IR gehort, so gehort die Klasse

a' -
von —— zu IR

1
Dann bezeichne MM die Menge der z, fiir die die Klasse von

% zu M gehort. Alsdann ist 1 zu M und mit jedem 2 von M auch

#' zu MM gehorig. Also gehort jede natiirliche Zahl zu I, also
jede ganze Zahl zu 0.

Da =, >, <, Summe und Produkt (nach Satz 111 und 112)
den alten Begriffen entsprechen, haben die ganzen Zahlen alle
Eigenschaften, die wir in Kapitel 1 fiir die natiirlichen Zahlen be-
wiesen haben.

Daher werfen wir die natiirlichen Zahlen weg, ersetzen sie
durch die entsprechenden ganzen Zahlen und haben fortan (da auch
die Briiche iiberfliissig werden) in bezug auf das Bisherige nur von
rationalen Zahlen zu reden. (Die natiirlichen Zahlen verbleiben
paarweise iiber und unter dem Strich im Begriff des Bruches, und
die Briiche bleiben als Individuen der Menge, die rationale Zahl
heifit.)

Definition 26: (Das freigewordene Zeichen) x bezeichnet die ganze

Zahl, die durch die Klasse von i;\ gegeben ist.

In unserer neuen Sprache ist also z. B.

X1 = X;

denn

—

X, .

z,:

S

|
—

Z, Z,
— N —
Z, T,
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Satz 114: Ist Z die zum Bruch % gehirige rationale Zahl, so ist

yz = x.
z LY JrY L x
le.yN]_.yml

Definition 27: Das U des Satzes 110 heilit Quotient wvon X
durch Y oder die durch Division von X durch Y entstehende rationale

Zahl. Es werde mit )fg beseichnet (sprich: X durch Y).

Sind X und ¥ ganze Zahlen, also X = 2, ¥ = y, so be-
deutet die durch die Definitionen 26 und 27 erklirte rationale Zahl

;— nach Satz 114 die Klasse, der der Bruch g im alten Sinne an-

. Yy
B : -
eweis 1

gehort. Eine Verwechselung beider Zeichen ? ist nicht zu be-
fiirchten, da Briiche in Zukunft nicht mehr gesondert vorkommen

werden; es bezeichnet fortan ; stets eine rationale Zahl. Um-

gekehrt 148t sich jede rationale Zahl in der Form Z darstellen,

auf Grund von Satz 114 und Definition 27.
Satz 115: Sind X und Y gegeben, so gibt es ein & mit

s X>1Y.
Beweis: ;g ist eine rationale Zahl; nach Satz 89 gibt es (in
unserer neuen Sprache) ganze Zahlen z, v mit
X
Nach Satz 111 ist
v=1,

also nach Satz 105

X = Xo = X(iv) — (Xi)v;<xi).1 —xf-xiovy
v v v
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Kapitel 3.

Schnitte.

§ 1.
Definition.

Definition 28: Eine Menge von rationalen Zahlen heillt Schnitt, wenn

1) sie eine rationale Zahl, aber nicht jede rationale Zahl enthdlt ;

2) jede rationale Zahl der Menge kleiner ist als jede wnicht zur
Menge gehorige rationale Zuahl;

8) in ihr keine grobte rationale Zuhl vorkommt (d.h. Zahl, die
grofier als jede etwaige andere, von ihr verschiedene ist).

Man nennt auch die Menge Unterklasse, die Menge der nicht
in ihr enthaltenen rationalen Zahlen Oberklasse und redet ent-
sprechend von Unterzahlen und Oberzahlen.

Kleine griechische Buchstaben bedeuten durchweg, wenn nichts
anderes gesagt wird, Schnitte.

Definition 29: E =1

= gprich: gleich), wenn jede Unterzahl bei & Unierzahl bei y und
jede Unterzahl bei n Unterzahl bei § ist.

Mit anderen Worten: wenn die Mengen identisch sind.

Anderenfalls

E+1

(= sprich: ungleich).

Trivial sind die drei Sitze:

Satz 116: £ = &

Satz 117: Aus
folgt
Satz 118: Aus

folgt
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Satz 119: Ist X Oberzahl bei £ und

X, > X,
so ist X, Oberzahl bei E.
Beweis: Folgt aus 2) der Definition 28.

Satz 120: Ist X Unterzahl bei & und

X, < X,

so ist X, Unterzahl bei &.

Beweis: Folgt aus 2) der Definition 28.

Natiirlich ist umgekehrt die Forderung des Satzes 120 mit
2) der Definition 28 identisch. Um also von irgend einer Menge
rationaler Zahlen zu zeigen, daB sie ein Schnitt ist, geniigt stets
der Nachweis von:

1) Sie ist nicht leer, und es gibt eine rationale Zahl, die nicht
darin liegt.

2) Mit jeder ihrer Zahlen gehirt jede kleinere dazu.

3) Zu jeder ihrer Zahlen gibt es in ihr eine grifBere.
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§ 2
Ordnung.
Definition 30: Sind & und n Schnitte, so ist

E=>1
(= sprich: grofier als), wenn es eine Unterzahl bei § gibt, die Ober-

zahl bei 7 ist.
Definition 31: Sind § und n Schnitte, so ist

E<nm
(<< sprich: kleiner als), wenn es eine Oberzahl bei £ gibt, die Unier-
zahl bei 7 ist.
Satz 121: Aus
E=>7y
folgt
n << &
Beweis: Es gibt eben eine Oberzahl bei %, die Unterzahl bei
£ ist.
Satz 122: Aus
E<n
folgt
n =£.
Beweis: Es gibt eben eine Unterzahl bei 5, die Oberzahl bei
£ ist.
Satz 123: Sind &, n beliebig, so liegt genaw einer der Fille
E=un E=9E<nq
vor,
Beweis: 1)
E=n9 t>n1
sind unvertrdglich nach Definition 29 und Definition 30.

E=1 E<nq

sind unvertrdglich nach Definition 29 und Definition 31.
Aus
E=m <



46 Kap. 3: Schnitte. § 2: Ordnung.

wiirde folgen, dafl es eine Unterzahl X bei £ gibt, die Oberzahl
bei 7 ist, und eine Oberzahl Y bei § die Unterzahl bei 7% ist.
Nach 2) der Definition 28 wire also zugleich

X< X=>=Y.
Folglich liegt hiochstens einer der drei Fille vor.

2) Ist
£ =1,

so stimmen die Unterklassen nicht iiberein. Also ist entweder eine
gewisse Unterzahl bei £ Oberzahl bei 5 und alsdann

£ >,

oder eine gewisse Unterzahl bei y Oberzahl bei £ und alsdann
E<n
Definition 32: E= g

bedeutet
E> 1y oder £ = .
(= sprich: groBer oder gleich.)
Definition 33: E=y
bedeutet
E<<n oder § = 1.
(= sprich: kleiner oder gleich.)
Satz 124: Aus

E=q
folgt
n=§
Beweis: Satz 121.
Satz 125: Adus
E=1
folgt
n=§

Beweis: Satz 122.
Satz 126 (Transitivitit der Ordnung): Aus
E<mm<{

folgt
E<&

Beweis: Es gibt eine Oberzahl X bei & die Unterzahl bei y
ist; und eine Oberzahl Y bei 5, die Unterzahl bei ¢ ist. Wegen
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der Schnitteigenschaft 2) von % ist
X<,
also Y Oberzahl bei £&. Daher ist
E<¢&
Satz 127: Aus
ESmn<§ ooder §<mn=¢
folgt
E<¢
Beweis : Mit dem Gleichheitszeichen in der Voraussetzung klar;
sonst durch Satz 126 erledigt.
Satz 128: Aus
E=n n=¢
folgt
E=¢

Beweis: Mit zwei Gleichheitszeichen in der Voraussetzung
klar; sonst durch Satz 127 erledigt.
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§ 3.
Addition.

Satz 129: 1) Es scien & und u Schunitte. Dann ist die Menge
der rationalen Zallen, die sich in der Form X + Y darstellen lassen,
wo X Unterzahl bei &, Y Unterzall bei vy ist, ein Schuitt.

II) Keine Zull dieser Menge lifit sich als Summe einer Oberzahl
bei & und einer Obersahl bel v darstellen.

Beweis: 1) Geht man von irgend einer Unterzahl X bei § und
irgend einer Unterzahl Y bei 5 aus, so gehdrt X+ Y zur Menge.

Geht man von irgend einer Oberzahl X, bei £ und irgend einer
Oberzahl ¥, bei 4 aus, so ist fiir alle Unterzahlen X bzw. Y beil
£ bzw.

X<X, Y=Y,
also

X+Y < X,+7%,,

X 4+Y, 4= X+Y;

X, + Y, gehort also nicht zur Menge. Und I1) ist schon mitbewiesen.

2) Es ist zu zeigen, daB jede Zahl, die kleiner als eine Zahl
der Menge ist, auch zur Menge gehort. Es sei also X Unterzahl
bei §, Y Unterzahl bei % und

Z < X4+7Y.
Dann ist

Z
X+ Y)"Xﬁ <(X+7Y)1,
also nach Satz 106

Z
X+Y ’
also nach Satz 1056
/4
und
Y Z <Y 1l=1X;
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nach der zweiten Schnitteigenschaft bei & bzw. 5 ist also X X_—'_Z v
Z .
bzw. Ym Unterzahl bei £ bzw. 7.
Die Summe dieser beiden rationalen Zahlen ist das gegebene
Z, wegen

X Z zZ Z

x+v PV xey =Xt gy = £

3) Ist eine Zahl der Menge gegeben, so hat sie die Form
X+ Y, wo X Unterzahl bei § Y Unterzahl bei % ist. Man wihle
nach der dritten Schnitteigenschaft eine Unterzahl

X,>X
bei &; dann ist
X, +Y > X+7,
also eine Zahl der Menge > X+ Y vorhanden.

Definition 34: Der in Satz 129 konstruierte Schnitt heifft &+ y
(+ sprich: plus). Er heift auch die Summe von & und 3 oder der
durch Addition von n e2u & entstehende Schnitt.

Satz 130 (kommutatives Gesetz der Addition):
E+n = n+é&
Beweis: Jedes X +Y ist auch Y+ X und umgekehrt.
Satz 131 (assoziatives Gesetz der Addition):
E+n)+E=E+@+0)
Beweis: Jedes (X + Y)+ Z ist auch X+ (¥ + Z) und umgekehrt
Satz 132: Bei jedem Schnitt gibt es, wenn A gegeben ist, eine
Unterzahl X und eine Oberzahl U mit
U-—X = A.
Beweis: X, sei irgend eine Unterzahl. Wir betrachten alle

rationalen Zahlen
X, +n4d,

wo n ganz ist. Sie sind nicht lauter Unterzahlen; denn ist ¥
irgend eine Oberzahl, so ist
’ Y > X,,

also nach Satz 115 bei passendem n»
nd =>Y—-X,,
X, +nd > T -X)+X =17,

also X,+n 4 Oberzahl.
Landau, Grundlagen der Analysis. 4
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In der Menge der », fiir die .X,4+%.A4 Oberzahl ist, gibt es
nach Satz 27 eine kleinste ganze Zahl; sie heifie u.
Ist
w =1,
so setze man
X=X, U= X,+4;
ist
u =1,
go setze man
X = X +@u—-1)4, U= X,+ud = X+A.

Jedesmal ist X Unterzahl, I/ Oberzahl und
U-—X = A

Satz 133: E+1n=>E
Beweis: Y sei eine Unterzahl bei . Nach Satz 132 wihle
man eine Unterzahl X bei £ und eine Oberzahl U bei & mit

U—X = Y;
dann ist

Oberzahl bei £ und Unterzahl bei £ +%. Daher st

E+1n>¢
Satz 134: Aus
E =1
folgt
E+t=n+¢

Beweis: Es gibt eine Oberzahl Y bei 5, die Unterzahl bei £
ist. Man wiihle eine grioflere Unterzahl

X=Y

bei £; X ist also Oberzahl bei . Nach Satz 182 wihle man bei
¢ eine Oberzahl Z und eine Unterzahl U mit
Z—U= X-Y.

Dann ist

Y+ Z =Y+ (X=-)+U0)= T+ X-Y)+ U= X+T,
also Unterzahl bei £ 4 ¢ und (nach Satz 129, IT)) Oberzahl bei 5 4-¢.
Daher ist

E+t=>n+¢
Satz 135; Aus
E>nbow £ = qbaw <y



Satz 133—140.

folgt
Et+E=n+Ebew E+8 =+ bew E+E<y+¢
Beweis: Der erste Teil ist Satz 134, der zweite klar, der

dritte eine Folge des ersten wegen
n =&

nt+§=>E+¢,

E+E <+t

Satz 136: Aus

E+i=m+lbew E+8 = 5+ bow E+§<y+¢
tolgt
E=n baw. § = 7y bew. £ < .

Beweis: Folgt aus Satz 135, da die drei Fille beide Male
sich ausschlieflen und alle Moglichkeiten erschépfen.

Satz 137: Aus
E >, g >

folgt

£+ =9+
Beweis: Nach Satz 134 ist
E+E=>n+¢
and
N+ =8+tn=>v+y =1+,
also
E+E=n+w.
Satz 138: Aus
EZzy {>voder £y (=
folgt

E4+E=>n4w.
Beweis: Mit dem Gleichheitszeichen in der Voraussetzung
durch Satz 134, sonst durch Satz 137 erledigt.

Satz 139 : Aus

v
IV

n, E= v

g
folgt
E+Ei=n+tv.
Beweis: Mit zwei Gleichheitszeichen in der Voraussetzung
klar; sonst durch Satz 138 erledigt.

Satz 140: Ist
E=>n,
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so hat
y+v =§
genaw eine Losung v.
Yorbemerkung ;: Fiir
E=1

gibt es nach Satz 133 keine Lsung.
Beweis: I) Es gibt hochstens eine Lisung; denn fiir
v, &= v,
ist nach Satz 135
n+4v, F g+,

II) Ich zeige zuniichst, daf die Menge der rationalen Zahlen
der Form X — Y (also X > Y), wo X Unterzahl bei & Y Oberzahl
bei 7 ist, einen Schnitt bildet.

1) Wir wissen aus dem Anfang des Beweises des Satzes 134,
dafi es ein solches X — Y gibt.

Keine Oberzahl X, bei £ ist ein solches X — Y'; denn fiir jede
Zahl dieser Form ist

X—-Y<X-Y)+4Y = X< X,
2) Ist ein X — Y obiger Art gegeben und

U< X-Y%,
so 1ist
U4+ Y < (X-Y)+Y = X,
also
U+Y = X,
Unterzahl bei &,
U= X,-Y

zu unserer Menge gehorig.
3) Ist ein X — Y obiger Art gegeben, so wihle man bei £ eine

Unterzahl
X, > X.

Dann ist
(X,~ )+ Y>(X~Y)+ Y,
X,~Y>=>X-Y%,

also X;— YV eine groBere Zahl unserer Menge als die gegebene
X—T.

Unsere Menge ist also ein Schnitt: er heifie v.

Von ihm werden wir

y+v = §

beweisen. Hierzu geniigt es, zweierlei zn zeigen:
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A) Jede Unterzahl bei v+ ist Unterzahl bei £. .
B) Jede Unterzahl bei £ ist Unterzahl bei v+ 4.
Ad A) Jede Unterzahl bei v+ 5 hat die Form

(X=V)+ Y,
wo X Unterzahl bei & Y Oberzahl bei 5, Y, Unterzahl bei % und
X=>Y
ist. Nun ist
Y=Y,

(X=Y)4X)+(T=¥) = (X—¥) +(V,+(T=Y)) = (X=V)+ ¥ = X,
(X—-Y)+ ¥, < X,
also (X — Y)+ Y, Unterzahl bei &.

Ad B) a) Die gegebene Unterzahl bei & sei zugleich Oberzahl
bei 5 und heifle alsdann Y. Man wiihle eine Unterzahl X bei & mit

X=>Y

und nach Satz 182 bei 7 eine Unterzahl ¥, und eine Oberzahl
_ Y, mit
Y—Y = X-Y.
Dann ist
Y=Y,
also

Y4+ (YY) =(X-1)+Y)+(¥Y-Y)=(X-V)+(¥,+(¥- 1)
Y-Y, — X—7,,
Y = (Y_ Y1)+ Y! = (X_Y2)+Yx~

also Y Unterzahl bei v+ 1.

b) Ist die gegebene Unterzahl bei & Unterzahl bei 7, so ist
gie kleiner als jede in a) als Unterzahl bei v+ 5 nachgewiesene
rationale Zahl, also selbst Unterzahl bei v + 7.

Definition 35: Das v des Satzes 140 heilit £ —n (— sprich:
minus). & — 17 heillt auch die Differenz & minus w oder der durch
Subtraltion des 5 von § entstehende Schnitt.
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§ 4.
Multiplikation.

Satz 141: I) Es seien & und n Schnitte, Dann ist die Menge
der rationalen Zahlen, die sich in der Form XY schreiben lassen, wo
X Unterzahl bei &, Y Unterzahl bei vy ist, ein Schuitf.

IT) Keine Zahl dieser Menge liBt sich als Produkt einer Oberzahl
bei & und einer Oberzahl bei w darstellen.

Beweis: 1) Geht man von irgend einer Unterzahl X bei & und
irgend einer Unterzahl Y bei % aus, so gehdrt XY zur Menge.

Geht man von irgend einer Oberzahl X, bei ¢ und irgend einer
Oberzahl Y, bei n aus, so ist fiir alle Unterzahlen X bzw. Y bei
£ bzw. ¢

X<X, Y<7,,
also
XY <X, Y,

X, Y F XY,

X, Y, gehort also nicht zur Menge. Und II) ist schon mitbewiesen.
2) Es sei X Unterzahl bei & Y Unterzah! bei n und

7Z < X7Y.
Dann ist
K(iz)—— xNzo1.2-z
(i = (x )7 v
z 1 1 1
= XZ<—X(XY)=<XX>Y= Y,

’

also % Unterzahl bei 7. Die Gleichung

Z

zeigt also, dal Z zu unserer Menge gehort.

3) Ist eine Zahl der Menge gegeben, so hat sie die Form XY,
wo X Unterzahl bei §, Y Unterzahl bei % ist. Man wihle bei &
eine Unterzahl

X, > X;
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dann ist
X, Y > XY,

also eine Zahl der Menge = XY vorhanden.

Definition 36: Der in Satz 141 konstruierte Schnitt heifit & -4
(-sprich: mal; aber man schreibt den Punkt meist nicht). Er heifit
auch das Prodult wvon £ mit n oder der durch Multiplikation von §
mit n entstehende Schnilt.

Satz 142 (kommutatives Gesetz der Multiplikation):
Eny = nk.
Beweis: Jedes XY ist anch YX und umgekehrt.
Satz 143 (assoziatives Gesetz der Multiplikation):
Eng = EME).
Beweis: Jedes (XY)Z ist auch X(YZ) und umgekehrt.
Satz 144 (distributives Gesetz):
E(m+8 = En+&L
Beweis: I) Jede Unterzahl bei (4 ¢) ist
wo X, Y, Z bzw. Unterzahlen bei & #, ¢ sind. Die Zahl XY + XZ
ist Unterzahl bei 4+ E¢L.
1T) Jede Unterzahl bei &y + £ bhat die Form
XY+ X, 7,
wo X, Y, X,, Z bzw. Unterzahlen bei &, 4, £, sind. Im Falle
X = X, sei die Zahl X, im Falle X << X, die Zahl X, mit X, be-
zeichnet. Dann ist X, Unterzahl bei £, also X, (Y + Z) Unterzahl
bei £(n+9. Aus
XY=X,Y,
XzZ=X,7
folgt
XY+ X, 2=X,Y+X,Z = X,(Y+ 2);
also ist XY + X, Z Unterzahl bei &(n+£).
Satz 145: Aus
E>mn bew. £E = 5 bew. E<y
folgt
EE=>n¢ bew. Ef = nf bew. E{ << q¢.

Beweis: 1) Aus
E>q
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folgt nach Satz 140 bei passendem v

E = n+v,
also
= (p+v)f = nf{+vi>nt
2) Aus
. E =1y
folgt natiirlich
£t = 7t
3) Aus
E<n
folgt
n>E,
also nach 1)
n§=>&¢,
Ef<nt.

Satz 146: Aus

EE = nE baw. £Ef = 7t bew. E << 7§
folgt
E=n baw. £ = 75 bew. E< .
Beweis: Folgt aus Satz 145, da die drei Fille beide Male
sich ausschliefen und alle Moglichkeiten erschopfen.

Satz 147: Aus
E>n, {>v

folgt
‘ £ =7
Beweis: Nach Satz 145 ist
EL=>nt
und
= Efy=>vn = qv,
also

EL =g
Satz 148: Aus
E=n, E>voder E>n, (=
tolgt
EE=> qv.
Beweis: Mit dem Gleichheitszeichen in der Voraussetzung
durch Satz 145, sonst durch Satz 147 erledigt.

Satz 149: Aus
E—Zny gz”
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folgt
EE=1v.
Beweis: Mit zwei Gleichheitszeichen in der Voraussetzung
klar; sonst durch Satz 148 erledigt.

Satz 150: Fiir jede rationale Zahl R bildet die Menge der ratio-
nalen Zahlen << R einen Schnitt.

Beweis: 1) Nach Satz 90 gibt es ein X << R. R selbst ist
nicht << R.

2) Ist
X<R, X,ZR,
so ist
X< X,.
3) Ist
X< R,
so gibt es nach Satz 91 ein X, mit
X< X <R

Definition 37: Der in Satz 150 konstruierte Schnitt heilit R*.

(Grofielateinische Buchstaben mit Sternen bedeuten also Schnitte,
nicht rationale Zahlen.)

Satz 151: £-1* = &

Beweis: £-1* ist die Menge aller XY, wo X Unterzahl bei
£ und
Y<1
ist.
Jedes solche XY ist < X, also Unterzahl bei &.
Umgekehrt sei eine Unterzahl X bei £ gegeben. Dann wihle
man bei £ eine Unterzahl

X, =X

und setze

, 1

I — X:X.
Dann ist

Y < —Xl— X, =1,

also

X=XY

Unterzahl bei &-1%
Satz 152: Ist & gegeben, so hat die Gleichung

Ev = 1*
eine Losung v.



58 Kap. 8: Schnitte. § 4: Multiplikation,

Beweis: Wir betrachten die Menge aller Zahlen ;Z wo X

eine beliebige Oberzahl bei £ mit etwaiger Ausnahme der kleinsten
(wenn es ndmlich eine gibt) ist. Wir zeigen, daB diese Menge ein
Schnitt ist.

1) Es gibt eine Zahl der Menge; denn wenn X eine Oberzahl

bei £ ist, ist X 4 X auch eine, aber nicht die kleinste, also Yi X
zur Menge gehorig.

Es gibt eine rationale Zahl, die nicht zur Menge gehirt; denn
1st X, irgend eine Unterzahl bei &, so ist fiir alle Oberzahlen X

bei &

X+ X,
also, wegen
1 1
X X - 1 = }(1 in o
1 & 1
xF x,
é— ist daher nicht zu unserer Menge gehorig.

2) Ist eine Zahl ;{ unserer Menge gegeben, also X Oberzahl
bei & und

.1
U< x>
so ist
, 1
also
1
X< ik
also ;f Oberzahl bei £ und nicht die kleinste; wegen
1

ist also U zu unserer Menge gehdrig.
3) Ist eine Zahl 71( unserer Menge gegeben, also X Oberzahl
bei £ und nicht die kleinste, so wihle man bei £ eine Oberzahl
X, <X
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und alsdann nach Satz 91 ein X, mit

X <X, <X
Dann ist X, Oberzahl bei £ und nicht die kleinste; aus
1 1 1
XZ"*<XX' = 1 = ){‘2 Xa
folgt
11
X, X’

so daB wir eine Zahl unserer Menge gefunden haben, die grofier
ist als die gegebene.

Unsere Menge ist also ein Schnitt; er heifie v.

Von ihm werden wir

fv = 1*

beweisen. Hierzu geniigt es, zweierlei zu zeigen:

A) Jede Unterzahl bei §v ist << 1.
B) Jede rationale Zahl << 1 ist Unterzahl bei £v.
Ad A) Jede Unterzahl bei £v hat die Form

1
X)Tl,
wo X Unterzahl bei & X, Oberzahl bei & ist. Aus
X< X,
folgt
1 1
) X’Z<XI_X71 = 1.
Ad B) Es sei
U<1.

Wir wihlen irgend eine Unterzahl X bei & und damm nach Satz
132 eine Unterzahl X, bei & und eine Oberzahl X, bei & mit
X,-X,=010-0)X.
Dann ist
X,-X,<(1-0)X,,
(X,-X)+U0X,<(1-0)X,4+UX, = X, = (X,— X))+ X,,
UX, < X,,

1

; 1 1 X,
X = (5 U)% = 0x)< ;X =

U U

S

ist also Oberzahl bei & und nicht die kleinste. Aus
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X,
v =%
folgt
X, 1
U= }7‘_ - X1 2{7‘ ’
U U
hier ist X, Unterzahl bei §, % Unterzabl bei v; also ist U Unter-
U
zahl bei Ev.
Satz 1563: Die Gleichung
nv = ga

wo E,m gegeben sind, hat genau eine Losung v.
Beweis: I) Es gibt hichstens eine Liésung; denn fiir

v, =F v,
ist nach Satz 145
NV NV,
II) Tst = die durch Satz 152 als vorhanden nachgewiesene Li-
sung von

so geniigt
unserer Gleichung; denn nach Satz 151 ist
nv = n(§) = (n7)§ = 1*8 = &
Definition 38: Das v des Satees 153 heilit % (sprich: & durch

7). 3 heilit auch der Quotient von & durch v oder der durch Division

von £ durch v entstehende Schnitt.
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§ b
Rationale Schnitte und ganze Schnitte.

Definition 39: Ein Schnitt der Form X* heifit rationaler Schnitt:

Definition 40: Ein Schnitt der Form x* heiflt ganzer Schwitt.

(Kleine lateinische Buchstaben mit Sternen bedeuten also
Schnitte, nicht ganze Zahlen.)

Satz 154: Aus

X=>Ybew X = Ybow X<Y
folgt
X* > T* bew. X* = Y* bow. X* < Y*

und wmgekehyt.

Beweis: I) 1) Aus

X=X
folgt, dafl Y Unterzahl bei X™* ist. Y ist Oberzahl bei Y*. Also
X* = Y*
2) Aus
X =Y
folgt natiirlich
Xt = Y*
3) Aus
X<Y
folgt
Y>> X
also nach 1)
Y* > X*,
X* << Y*.

IT) Die Umkehrung ist klar, da die drei Félle beide Male sich
ausschliefen und alle Moglichkeiten erschopfen.
Satz 155: (X + Y)* = X*+ Y*,
(X—Yp = X*—Y* falls X=>7;
(XY)* = X*Y*;

X\* X*
-5

Beweis: 1) a) Jede Unterzahl bei X* 4 Y* ist die Summe einer
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rationalen Zahl < X und einer rationalen Zahl < Y; sie ist also
< X + Y, also Unterzahl bei (X4 Y)*.
b) Jede Unterzahl U bei (X + Y)* ist < X+ Y. Aus

X+Y ’
v=x.Y +v U

X+Y X+Y

folgt, daB U Summe einer rationalen Zahl < X und einer ratio-
nalen Zahl < Y ist, also Unterzahl bei X* 4 Y* ist.

Daher ist

(X+ YY) = X*+ Y*

II) Aus

X=>Y
tolgt
X=X-Y)+7,
also nach I)
X* = (X-Y)+Y*
(X-Yy = X*-Y*

IIT) a) Jede Unterzahl bei X*Y* ist Produkt einer rationalen
Zahl << X und einer rationalen Zabl <Y; sie ist also << XY,
also Unterzahl bet (XY )*

b) Jede Unterzahl U bei (XY)* ist < X¥Y. Es werde nach
Satz 91 eine rationale Zahl U, mit

U< U <XY
gewidhlt. Dann ist '
U <1
U,
und
% < X.
Durch
U, U
v=3(*7)

ist also U als das Produkt einer Unterzahl bei X* und einer Unter-
zahl bei Y* dargestellt. U ist also Unterzahl bei X*Y™.
Daher ist
(XY)¥ = X*Y*

Xy
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also nach III)

X* = (-;E)*Y*;
X\* X*
(¥) = 7

Satz 156: Die ganzen Schnitte geniigen dewn fiinf Axiomen der

natiirlichen Zahlen, wenn 1* an Stelle von 1 genommen wird und
@) = @)

gesetzt wird.

Beweis: 3* sei die Menge der ganzen Schnitte.

1) 1* gehort zu 8*

2) Zu a* ist (z*) in 8* vorhanden.

3) Stets ist

2 =1,
also
(&) == 1%,
(@*) == 1*
4) Aus
@) = @
folgt ‘
@) = (')
z = y,7
zr =Y,
= ¢~

5) Eine Menge IM* von ganzen Schnitten habe die Eigen-
schaften :

I) 1* gehort zu IM*.

IT) Falls z* zu IM* gehort, so gehort (2*) zu M*.

Dann bezeichne I die Menge der r, fiir die z* zu IN* gehovrt.
Alsdann ist 1 zu M gehorig und mit jedem z von M auch z' zu
M gehorig. Also gehort jede ganze Zahl zu IR, also jeder ganze
Schnitt zu IM*.

Da =, >, <<, Summe, Differenz (wofern vorhanden), Produkt
und Quotient bei rationalen Schnitten nach Satz 154 und Satz 155
den alten Begriffen entsprechen, haben die rationalen Schnitte alle
Eigenschaften, die wir in Kapitel 2 fiir rationale Zahlen bewiesen
haben, und insbesondere die ganzen Schnitte alle bewiesenen Eigen-
schaften der ganzen Zahlen.

Daher werfen wir die rationalen Zahlen weg, ersetzen sie
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durch die entsprechenden rationalen Schnitte und haben fortan in
bezug auf das Bisherige nur noch von Schnitten zu reden. (Die
rationalen Zahlen verbleiben aber in Mengen beim Begriff des
Schnittes.)

Definition 41: (Das freigewordene Zeichen) X bezeichnet den
rationalen Schnitt X* auf den auch das Wort rationale Zahl diber-
geht; cbenso geht das Wort ganze Zahl auf die ganzen Schnitie diber,

Also schreiben wir jetzt z. B. statt

L= 1F
L
einfach
1
- =1
F:

Satz 1567: Die rationalen Zahlen sind die Schnitte, bei denen es
eine kleinste Oberzahl X gibt. Und zwar ist alsdann X der Schnitt.

Beweis: 1) Beim Schnitt X (dem alten X*) ist X (rationale
Zahl im alten Sinne) kleinste Oberzahl.

2) Gibt es bei einem Schuitt £ eine kleinste Oberzahl X, so
ist jede Unterzahl < X, jede Oberzahl = X, der Schnitt also X
(das alte X*).

Satz 158: Es sei £ ein Schnitt. Dann ist X Unterzahl genaw
dann, wenn

X <,

also Oberzahl genaw dann, wenn
X=¢

Beweis: 1) Ist X Unterzahl bei &, so ist, da X Oberzahl bei
X (dem alten X¥*) ist,

X < &

2) Ist X Oberzahl bei £ und zwar die kleinste, so ist nach
Satz 157
X =¢&

3) Ist X Oberzahl bei £ und zwar nicht die kleinste, so wiihle
man eine kleinere Oberzahl X,. Dann ist X, Unterzahl bei X
also

X=¢

Satz 159: Ist

E<m,
30 gibt es ein Z mit
E< Z <.
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Beweis: Man wihle eine Oberzahl X bei &, die Unterzahl bei
7 ist, und dann eine grofere Unterzahl Z bei . Dann ist nach
Satz 158
tE=EX<Z<ny.
Satz 160: Jedes
Z > &y
liBt sich auf die Form bringen
Z=XY, X=Z¢t Y=
Beweis: Es bezeichne ¢ den kleinsten der beiden Schnitte 1 und
Z—Ey .
‘(g*_}*_m. Dann 1st
P E+p+1
Man wihble Z, und Z, nach Satz 159 mit
tE<Zi<E+G n<Z,<n+&
Dann ist
2,2, < (E+m+E) = E+Hn+E+DI=E+ O+ E+D)E
= En+n)+E+NE = En+(E+n+DEi=E+(Z—Ey) = Z

In

Z
7 = Z Z,
ist
Z 1 1
X = ‘Z: = Z72>(ZxZ2)AZ-2' = Z‘>§:
Y=Z,>"7’

also Z in gewiinschter Weise zerlegt.
Satz 161: Bei jedem ¢ hat
EE=¢
genaw eine Lisung.
Beweis: I) Es gibt hochstens eine Losung; denn aus

E>§
folgt
EE=>6E.
II) Wir betrachten die Menge der rationalen Zahlen X mit
XX <t

Sie bildet einen Schnitt. Denn:

Landau, Grundlagen der Analysis. &
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1) Ist
X<1ud X<E¢g,
so ist
XX<X1= X<t
Ist
X=1und X=¢
so ist
XX=X 1= X=¢
2) Aus
XX<f Y<X
folgt
YY < XX < ¢
3) Es sei
XX <t
Man wihle Z kleiner als der kleinste der beiden Schnitte 1 und
E-XX Dann ist '
X+4+(X+1)
t—-XX
Z <1, Z<1T->(Y+1)’
alsdann ist
X+Z=>X

und
(X+2)(X+2) = (X+2)X+(X+2) Z< XX+ ZX)+(X+1) 2
= XX+ (X+(X+1)Z< XX+(¢—-XX) = ¢

Nennen wir den konstrnierten Schnitt £, so behaupten wir
nunmehr

tEE = ¢
Wiire
EE>¢,
so wihlen wir Z nach Satz 159 mit
EtE>Z>¢.

Als Unterzahl bei £& wiire
z= XX, X, <§ X,<§
wenn X die grofte der Zahlen X, und X, bedeutet, wire

X <,

Z=XX<{,
gegen das Obige.
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Wiire
EE<¢,
so wihlen wir Z nach Satz 159 mit
EE< A<t

7 hiitte nach Satz 160 die Form
Z=XX, X, =§ X,=¢;
wenn X die kleinste der Zahlen X, und X, bedeutet, wire

X=¢,
Z=XX=¢,
gegen das Obige.
Definition 42: Jeder Schnitt, der keine rationale Zahl ist, heifit
irrationale Zaohl.
fESatz 162: Es gibt eine irrationale Zahl,
Beweis: Is geniigt zu zeigen, dafl die nach Satz 161 vor-
handene Losung von
g =1
irrational ist.

Sonst wire

unter allen solchen Darstellungen wihlen wir nach Satz 27 eine
solche, in der y mdiglichst klein i1st. Wegen

, z z T
V=g = y v vy
ist
yy<1(yy) = zo = U'yy<{1'y)(1'y),
y<<zx<1lwy.
Wir setzen
z—y = u.
Dann ist
y+u =z<1ly = y+y,
w < Y.
Nun ist

wtw)(v+w) = +wov+@+ww = (vo+wo)+vw+ ww)

= (vv+1 (vw)+ww,
5
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also,
y—u =1
gesetzt,
a1t = (y+u)(y+u)+it = (y+1 (yu)+@u+i)
= (Wy+ Q" uw)(u-+1))+(wu+ti)
= (yy+ 1 (ww) + (1" (w?) +uu)+11)
= @y+1' (uu)+@+1) (w+1)
= (y+1lw)+yy = Vyy)+1'(wu) = 22+1"(uw),
tt = 1'(uwu),
Ly
gegen

w<<y.
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Kapitel 4.

Reelle Zahlen.

§1.
Definition.

Definition 43: Die Schnitle nennen wir jetzt positive Zahlen;
und entsprechend sagen wir jetzt positive rationale Zahl statt bisher
rationale Zahl und positive ganze Zahl statt bisher ganze Zahl.

Wir erschaffen eine neue, von den positiven Zahlen verschiedene
Zahl 0 (sprich: Null).

Wir erschaffen ferner Zahlen, die wvon den positiven und von O
verschieden sind, negative genannt, derart, dall wir jedem & (d. h. jeder
positiven Zahl) eine negative Zahl zuordnen, die wir —§ (— sprich:
minus) nennen.

Dabei gelten — % und —u als dieselbe Zahl (als gleich) genau
dann, wenn & und n dieselbe Zahl sind.

Die Gesamtheit der positiven Zahlen, der O und der negativen
Zahlen nennen wir veelle Zahlen.

Grofie griechische Buchstaben bedeuten, wenn nichts anderes
gesagt wird, durchweg reelle Zahlen. Gleich schreiben wir =,
ungleich (verschieden) ==.

Fiir jedes £ und jedes H liegt somit genau einer der Fille

E=H E=+H

vor. Bei den reellen Zahlen vermischen sich die Begriffe der
Tdentitit und Gleichheit, so dafi die drei Sdtze trivial sind:

Satz 163: g =
Satz 164: Aus
E=H
folgt
H = E.
Satz 165: Aus
E=H H=171
folgt
E = Z
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§2.
Ordnung.
Definition 44:
g, wenn E = §
By = {0, wenn T = 0,
g, wenn T = —E.

Die Zahl |Z| heifit der absolute Betrag von E.
Satz 166: |5 ist fiir positives und negatives E positiv.
Beweis: Definition 44.
Definition 45: Sind EF und H nicht beide positiv, so ist
E>H
genau dann, wenn

entweder

oder E positiv, H negativ,
oder =E positivy, H = 0.
(> sprich: groBer als.)

Man beachte, dafi wir fiir positives & nebst positivem H die
Begriffe = und << schon haben und letzteren sogar in dem einen
Falle der Definition 45 benutzten.

Definition 46: F<H
genau dann, wenn

z

oder & = 0, H negativ,
=
=

H=>Z
(<< sprich: kleiner als.)
Man beachte, dafl fiir positives = nebst positivem H Definition
46 im Einklang mit unseren alten Begriffen steht.

Satz 167: Sind =, H beliebig, so liegt genaw einer der Fille
E=H E=H E<H
vor.
Beweis: 1) Sind = und H positiv, wissen wir dies aus Satz 123.
2) Ist = positiv, H = 0 oder H negativ, so ist
=== H,
ferner nach Definition 45
E=>H
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und nach Definition 46

& nicht < H.

3) Ist & = 0, H positiv, so ist
E == H,

ferner nach Definition 4b

= nicht > H
und nach Definition 46
= < H.
so 1st
5 = H,
nicht > H,
nicht < H.

4) Ist

Inq
I
<
S
I
=

Iy Inq

= 0, H negativ, so ist
5 == H,
= > H,
Z nicht < H.

5) Ist

Inp
I

6) Ist = mnegativ, H positiv oder H = 0, so ist

E 34 H,
E nicht > H,
=< H.

7) Ist B negativ, H negativ, so ist

E <+ H, E>H,

E=H, &
E =+ H, 5 ncht >H =XE<H
Definition 47: E=H
bedeutet

—

E>H oder & = H.
(= sprich: grofier oder gleich.)

Definition 48: =
bedeutet

IA

"
5 < H oder & = H,

(= sprich: kleiner oder gleich.)
Satz 168: Aus

folgt

und umgekehrt.
Beweis : Definition 46.

Iq
v
X

x
A
Ty

E nicht < H fiir |5| < |H]|,
nicht > H, £ nicht < # fir |E|=|H|,

fiir | 5| > |HI.
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Satz 169: Die positiven Zahlen sind die Zahlen = 0; die nega-
tiven Zahlen sind die Zahlen << 0.

Beweis: 1) Nach Definition 45 ist

£=0.
2) Aus
E=>0
folgt nach Definition 45
E = §.
3) Nach Definition 46 ist
—£<0.
4) Aus
<0
folgt nach Definition 46
E o= —§
Satz 170: {5]=0.
Beweis: Definition 44, Satz 166 und Satz 169.
Satz 171 (Transitivitit der Ordnung): Aus .
E<<H H<2Z
folgt
< Z.
Beweis: 1) Es sei
Z>=0.
Falls
5 =0,
ist
H=>0,
und wir haben den alten Satz 126.
Falls
F=0,
ist gewifl
=< Z.
2) Es sel
Z = 0.
Dann ist
H <0,
also
F <0,
E<Z.
3) Es sei
Z <0.
Dann ist
H<0

y

E <0
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Ferner ist
(&> H|, |H|=>|Z|,
also
|5 =>|Z],
=< Z.

Satz 172: Aus
=H H<Zoder E<H H=Z

Iq

folgt
E<Z
Beweis: Mit dem Gleichheitszeichen in der Voraussetzang klar:
sonst durch Satz 171 erledigt.
Satz 178: Aus
E=<H H=Z
folgt
E=Z.
Beweis: Mit zwei Gleichheitszeichen in der Voraussetzung
klar; sonst durch Satz 172 erledigt.
Definition 49: Ist

Iy
A

0,

so heifit T rational, wenn
= 0

I}

oder
E <0, |E| rational.

Wir haben also jetzt positive rationale Zahlen, die rationale
Zahl 0 und negative rationale Zahlen.

Definition 50: Ist

E <0,

so0 heifit E irrational, wenn es nicht rational ist.

Wir haben also jetzt positive irrationale Zahlen und negative
irrationale Zahlen. (Zahlen? Ja; wir hatten ein irrationales §;
also ist die positive Zahl £+ X stets irrational, da aus

E+X =7

und — (§+ X)) ist stets negativ irrational.)
Definition 51: Ist

folgen wiirde

7<)

- = Uy
so heift E gane, wenn

E =0

oder
2 <0, |&| ganz.
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‘Wir haben also jetzt positive ganze Zahlen, die ganze Zahl 0
und negative ganze Zahlen.

Satz 174: Jede ganze Zahl ist rational.

Beweis: Fiir die positiven Zahlen wissen wir das; fiir O and
negative Zahlen folgt es aus Definition 49 und Definition 51.
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§ 3.
Addition.
Definition 52:

—(|E|+|H]|) , wenn E <0, H<0;
| =118 | (121> 14];
0 ,wenn E >0, H< 0, 1 |F|=|H]|;
se0 — | —(a)-1z)] |21 < 12
H4+E , wenn E<<(0, H>0;
H , wenn 5 = 0;
= , wenn H = 0.

(+ sprich: plus) E+ H heilit die Summe von E und H oder die
durch Addition von H zu [E entstehende Zahl.

Man beachte bei dieser Definition:
1) Fiir
E=>0, H=0
haben wir den Begriff 5+ H schon aus Definition 34.
2) Er wurde auch in Definition 52 benutzt.

3) Der dritte Fall der Definition benutzt den Begriff der
Summe im zweiten Fall.

4) Der vierte und fiinfte Fall iiberdecken sich. wenn
E = H = 0;
aber dann ist die als E+ H definierte Zahl die gleiche (ndmlich 0).
Satz 175 (kommutatives Gesetz der Addition):

E4+H= H+Z
Beweis: Fiir

=0
sind beide Zahlen H ; fiir
H=0
sind beide =.
Fiir
¥E>0, H=>0

liegt der alte Satz 130 vor.
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Fir
E<<0, H< 0
ist nach Satz 130
S+ H = (2 +|H) = —(HI+]15) = H+E.
Fur
E<0, H=0
war die Behauptung geradezu Definition.
Fiir
E=>0, H<(

ist nach dem vorangehenden Fall

H+ 5 = F+H,
also
E+H=H+E
.y o. - | 0 fiir &=0,
Definition 53: ~ =% — { \Z| fir ¥ < 0.
(— sprich: minus.)
Man beachte, daf wir fiir >0 den Begriff — 5 aus Defi-
nition 43 schon haben.
Satz 176: Ist
E=>00bzw. 5 = 0 baw. <0,
S0 st
—F2 <0 bzw. —F = 0 bzw. — 5 =0
und umgekehrt.
Beweis: Definition 43 und Definition 53.

Satz 177: —(—&)=Z&
Beweis: Definitionen 43, 44 und 53.
Satz 178: - & = |&].
Beweis: Definitionen 43, 44 und 53.
Satz 179: E+(—E) =0
Beweis: Definition 52, Definition 53 und Satz 178.
Satz 180: —~(E+4+H) = —E+(—H).
Beweis: Nach Satz 175 ist
~(E+H) = —(H+ =)
und
—E+(~H)=—-H+(—5);

daher darf ohne Beschrinkung der Allgemeinheit

E=H
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vorausgesetzt werden; denn mindestens eine der Relationen

E=H H=FE
besteht, und aus
—(H+E) = —H+ (= 5)
folgt eben ,
—(E+H) = —E+(—H).
Es sei also
== H.
1) Ist
E>=>0, H=0,
so ist
—Z+(—H) —(E+ H).
2) Ist
>0, H =0,
50 ist
— B4+ (~H) =-5F40=—F = —(F4+0) = —(5+ H).
3) Ist
>0, H<O0,
so 1st
entweder
E>[H]|,
also
E+H = EF—|H|,
~E+(H) = ~E+|H| = —(F—|H) = —(&+H);
oder
E = |H|7
also
E+H = 0,
—Et(—H) = —E+|H] = 0 = —(F+H);
oder
B < |},
also
—E4(—~H) = —F+|H| = |H|—-& —(E+ H).
4) Ist
= 0,
so 1st
—EH(-H) = 04 H) = —H=—0+H) = —(=+H).
5) Ist
5 <0,
so ist
H < (,
E+H = —(%|+|H).
—E+(—H) =

El+|H| = —(5+H)
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Definition 54: §—H = E+(—H).

{(— sprich: minus.) E— H heifit die Differens E minus H oder die
durch Subtraktion des H von E entstehende Zahl.
Man beachte, dafi Definition 54 (wie es sein mufl) fiir

E>H=>0
mit der alten Definition 35 iibereinstimmt; denn dann ist
>0, -H<O0, |E|>|-H|, E+(—H) = |5|—|-H| = E~-H.
Satz 181: —(&—H)= H-E&.

Beweis: Nach Satz 180 und Satz 177 ist
—(E~H)=—(E+-H)=—-E+(-(—H)=—-E+H= H+(—3)
= H—EZ.

Satz 182: Aus

E~H=>0bew. E—H = 0bsw. E—H<O0
folgt
E>Hbew. 5 = H bow. 5<H
und umgekehrt.

Beweis: Da — H auch eine beliebige reelle Zahl ist, darf
man — H statt H schreiben und hat demnach das Entsprechen der
Fille bei

E+H=>0bzw. E4+ H = 0 bzw. E+ H<0
und
E>—Hbzw. E = —Hbzw. E<—H
zu zeigen,

In der Tat ist fiir & = O oder H = 0 die Behauptung klar:
im iibrigen gelten im Fall

E=>0,H=0

und in den drei ersten Féllen der Definition 52, wenn der dritte
in die drei Unterfille

|H|=>|%]. |H| = |2]|, [H|<|Z]
zerlegt wird, beide Male resp. die Zeichen
>C>=< > = <
Satz 183: Aus

E>Hbew = = H bzw. 5 < H
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folgt
—F<—Hbow —2 = —Hbew. —E>—H
und umgekehrt.
Beweis: Nach Satz 182 entspricht ersteres den Fillen
E—~H=0bzw. 5—-H = 0 bzw. E—H <0,
letzteres den Fillen
—H—(—E)>0bzw. ~H—(—E) = 0 bzw. —H— (- 5) < 0;
also liefert
~H—(—8) = —H+(—(~E) = —H+ 5 = E+(—H) = Z-H
alles.

Satz 184 : Jede reelle Zahl it sich als Differens sweier positiver
Zahlen darstellen.

Beweis: 1) Ist

= =0,
so ist
E=(=E+1)—-1
2) Ist
& =0,
so ist
FE=1-1
3) Ist
5 <0,
so 1ist

—= — |5 = (El+D-1,
2= —(E+)-1) = 1-(5]+D).
Satz 185: Aus
E=§—& H=n—ny
folgt
E+H = (§x+"lx)—(§2+m)~
Beweis: 1) Es sei
E=>0, H=>0.
Dann ist, da
(@+B)+@+9) = @+ +@+y) = (¢+h+0)+v
=y+(@+B+9) = (+o)+(B+9)
ist,
B+ H)+(E+m) = &+,
also die Behauptung wahr.
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2) Es sei
E< 0, H<O.

Dann ist nach Satz 181
gp—t = —E>0, g,—n = —H=>0,
also nach 1)
—E4(—H) = (E+n) - E+n)

E+H = —(—E+(—H) = E+n)— E+n)
3) Es sei
E=0, H<0,
also
E1—§2>O; 772_’71>0‘
A) Ist
E > |H|,
so 1st
g1_§z>772_’717
also

g; +9, = ((g;_ ga) + gz) +1n, = (gx - gz) + (gs"f' 721) = (gz+ ’71) + (El— gz)
= (&+n) + (1 — ) + (B, — &) — (ma— 1))
= ((E,+ )+ . — ) + (6, — &) — (1, — )
= (&+ (0 + (s — ) + (6, — &) — (, — m)
- (ga + 172) + ((gn - gz) - ("72 - 771));
E+n)—E+n) = E—8&)—(p—mn) = E—|H| = E+H.

B) Ist
E < |H),

so ist nach A)

E4H = —‘(—"H"’(—E)) = —((’72—171)_"(52_&1))
= —((1],+§2)~(17‘+§,)) = (’7.+§:)"(772+§2)
= (§1+ﬂx)—(§e+m)-

0) Ist
E = |H|,
also
E,—& = Ne = M1y
so ist
g: = §2+(’7:—’L),
g:+"71 = g2+7727
E+H =0 = (§+n)-E+mn)
4) Es sei

E<0, H>=0.
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Dann ist nach 3)
H+4+ 5 = ("7.1"" gl) - ("22"‘ 52)7
E+H = (§1+"I:) - (§.+"7:)'

5) Es sei
g =0
Dann ist
£ = ga:
E4+H = H.
a) Fir
h =7,

ist
(771—772)+(g1+"72) = (("11_712)+’72)+51 = "71‘*'21 = §1+771~
H = HN— N = (§1+’71)_(§u+n2) = (§1+"I|)—(§a+m)-

b) Fiir
/P
ist
H=0= (gl +1,) — (gﬂ'*' "Ii)'
¢) Fiir
My << %
ist nach a) ,
—H = y—n, = (gz+’72) - (§1+71|)7
H = _(_ H) = (g1+ ’71)—(£2+ 7]&)'
6) Es sei
H = 0.

Dann ist nach 5)
E+H=H+E = (7]1+ g1) - ("/2+ gz) = (§,+ 711) - (gf*' '/2)-
Satz 186 (assoziatives Gesetz der Addition):
(B+H)+Z = E+(H+ Z).
Beweis: Nach Satz 184 ist
E = gl_g27 H =y~ Z=E§5-4¢.
Nach Satz 185 ist
(E+H) +7Z = ((gl + 7]1) - (gz'{" 772)) + (gx_ ga)
= ((gx + )+ gl) - ((gz + ) + gs) = (E: +{n,+ gl)) - (§2+ (s + gz))
= (gl— ‘ga) + ((771+ gl) - (772+ ga)) = E+ (H+ Z)'
Satz 187: Bei gegebenen =, H hat
H+Y = E

Landau, Grundlagen der Analysis. 6
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genau eime Losung Y, ndmlich
Y=E5—-H
Beweis: 1) Y=&—H
ist eine Liosung, da nach Satz 186
H+(E~H) = (E~H)+H = (E+(-H)+H = E+(—H+H)
= E+0 = &
2) Aus
H+Y = &
folgt ‘
E—H = F+(—H)=—-H+E = —H+H+Y) = (—H+H)+Y
Satz 188: Es ist
E+Z=>H+Z bsw. E4+Z = H+Z bew. E+Z << H+ Z,
Je nachdem
E>H bzw. 5 = H bew. E < H.

Beweis: Nach Satz 182 gilt ersteres, je nachdem
(E4+Z)—(H+Z)=>0 bzw. (E+2Z)—(H+Z) = 0
bzw. (E+Z)—(H + Z) < 0;

letzteres, je nachdem
E—H=0bzw. E—H = 0 bazw. £— H <.

Aus
(F4+2) = (H+2) = (5+2)+ (~Z+ (= H) = G+ (Z+ (= 2) +(— H)
E+(—H) = E—H

folgen also die Behauptungen.

Satz 189: Aus
E>H, Z=>Y

folgt

E+Z>=> H+Y.

Beweis: Nach Satz 188 ist

E4+Z2>H+2Z

und
H+7Z = Z+H>Y+H = H+7Y,
also
E+Z> H4+Y.

Satz 190: Aus
E=H Z>Yoder E>H, Z=Y
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folgt
E+Z>=> H+Y.

Beweis: Mit dem Gleichheitszeichen in der Voraussetzung
durch Satz 188, sonst durch Satz 189 erledigt.

Satz 191: Aus

Iq

>H Z=2Y
folyt
E+Z=H+Y.
Beweis: Mit zwei Gleichheitszeichen in der Voraussetzung
klar; sonst durch Satz 190 erledigt.

6*
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§ 4
Multiplikation.
Definition 55:
—(|E||HY)), wenn 5 >0, H<0 oder <0, H=0;
E-H = |E||H|, wenn E<0, H<O;
0, wenn E = 0 oder H = 0.

(- sprich: mal; aber man schreibt den Punkt meist nicht) z.H
heift das Produkt von E mit H oder die durch Multiplikation von =
mit H entstehende Zahl.

Man beachte, dafl 5- H fiir £ >0, # >0 uns schon aus Defi-
nition 36 bekannt ist, was ja auch in Definition 55 benutzt wurde.

Satz 192: Es ist

EH =0

dann und nur dann, wenn mindestens eine der beiden Zahlen =, H
Null ist.

Beweis: Definition 55.

Satz 193 : |[EH| = |E||H]|.

Beweis : Definition 55.

Satz 194 (kommutatives Gesetz der Multiplikation):

EH = HE.

Beweis: Das ist fiir §>0, H>0 der Satz 142 und tolgt
sonst aus Definition 55, da die rechte Seite dieser Definition (nach
Satz 142) und die Fallunterscheidung in %, H symmetrisch sind.

Satz 195: F-1 = E

Beweis: Fir =0 folgt dies aus Satz 151; fiir £ = 0 aus
Definition 55; fiir & << 0 ist nach Definition 55

El=~(&5"1) = —|& = &
Satz 196: Ist
E=0, H=0,
s0 ist
EH = |E||H| bew. EH = —(|&5||H),

Je nachdem keine oder zwei bzw. genou eine der Zahlen E, H negativ sind.
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Beweis: Definition 55.
Satz 197: (—EZ)H = Z(—H) = —(EH).
Beweis: 1) Ist eine der Zahlen 5, H Null, so sind alle drei
Ausdriicke 0.
2) Ist
E =0, H=0,
so haben nach Satz 193 alle drei Ausdriicke denselben absoluten
Betrag |Z||H], und nach Satz 196 sind alle drei =0 bzw. < 0,
je nachdem genau eine bzw. keine oder zwei der Zahlen E, H
negativ sind.
Satz 198: (—E)(—H) = EH.
Beweis: Nach Satz 197 ist
(~2)(—H) = E(~(-H) = 5H.
Satz 199 (assoziatives Gresetz der Multiplikation):
(EH)Z = E(HZ).

Beweis: 1) Ist eine der Zahlen %, H, Z Null, so sind beide
Seiten der Behauptung O.

2) Ist

0, H+0, Z0,
so haben nach Satz 193 beide Seiten denselben absoluten Betrag
(Z1HDZ) = =] H][Z),

und nach Satz 196 sind beide Seiten =0 bzw. << 0, je nachdem
keine oder genau zwei bzw. genau eine oder drei der Zahlen X,
H, Z negativ sind.

Satz 200: Em—¢ = En—E&¢L

Beweis: 1) Fiir

N>
ist
(’2-?)-*-@ = 7
also nach Satz 144
E(’?‘“é’)+§§ = g’Y/,

Em—§ = En—EL.
2) Fiir
n =
st
En = &L,
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3) Fiir
n<<§

ist nach 1)
E(¢—n) = EL—&n,

Em—8 = E(-@€—m) = —EC—m) = —(E&—&n) = En—&L

Satz 201 (distributives Gesetz):
EHA+Z) = EH+ EZ.

Beweis: 1) Es sei
’ =z > 0.

Nach Satz 184 ist
— %y Z = §—,

=1

nach Satz 185 somit
H+Z = (’71+§1) —'(ﬂz'l'gz):

also nach Satz 200 und Satz 144

EH+Z) = E+8)—Emy+§&) = (Bn,+EG) — (B + EE,),

also nach Satz 185 und Satz 200

E(HA+Z) = (En,—En,)+ (5, — &E) = By,
= EH+EZ.

—m) + E(E—8)

2) Es sei

g = 0.

Dann ist
E(H+Z) = 0= EH+ EZ.

3) Es sei
<0

Dann ist nach 1)
=E)H+Z) = (-B)H+(-5)Z,
also
—(BH+D) = (D) H+(-5)Z
2) = — (-5 )+ (- (- H2)
= EH+ EZ.
EH—-Z) = EH~-EZ

Lrnd

EH+Z) = —(—B)H+ (-

Satz 202:
Beweis : Nach Satz 201 ist
EH—-Z) = E(H+(—2) = EH+E(—2Z) = EH+(—(EZ))
= TH-E57Z.

Satz 203: Es sei
> H.
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Aus
Z=>0bzw. Z = 0 bew. Z<0
folgt dann
EZ>HZ bzw. 52 = HZ bzw. 52 < HZ.
Beweis: E—H=0,
also

(E—H)Z=>0 bzw. (E~H)Z = 0 bzw. (E—H)Z <,
je nachdem

Z=0 bzw. Z = 0 bzw. Z < 0.

Da nach Satz 202 )
(E-H)Z = Z(E—H)

ZE—7ZH = EZ—-HZ
ist, ist in diesen Féllen nach Satz 182

E7Z > HZ bzw. EZ = HZ bzw. EZ << HZ.
Satz 204: Die Gleichung

m

Y =

m

wo E, H gegeben sind und

H==0
ist, hat genau eine Losung Y.

Beweis: I) Es gibt hochstens eine Losung; denn aus

HY, = £ = HY,
folgt
0 = HY,—HY, = H(Y,-Y,),

also nach Satz 192

0=1Y,-Y,

Y, = Y,
II) 1) Es sei
H=0.
Dann ist
1
Y = Fd

eine Losung wegen

1 [ S 1 - e
HY — H(—EH) — (H--ﬁ)~ — 1.2 ==&
2) Es sei
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Dann ist

eine Liosung. Denn nach 1) ist

B

E = |H‘(|H] ") = |H|(=Y) = (~|H))Y = HY.

Definition 56: Das Y des Satees 204 heilit % (sprich: & durch

H). % heilit auch der Quotient vom E dwrch H oder die dwrch Division

von = durch H entstehende Zahl.
Man beachte, dab (wie es sein muB) dies fiir >0, H >0 mit
der alten Definition 38 iibereinstimmt.
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§ 5.
Dedekindscher Hauptsatz.

Satz 205: Gegeben sei irgend eine Einteilung aller reellen Zahlen
wm zwei Klassen mit folgenden Eigenschaften.

1) Es gibt eine Zahl der ersten Klasse und eine Zahl der zweiten
Klasse.

2) Jede Zahl der ersten Klasse ist kleiner als jede Zahl der
zweiten Klasse.

Dann gibt es genaw eine reelle Zahl 5, so daf jedes H < 5 zur
ersten, jedes H = E zur zweiten Klasse gehort.

Mit anderen Worten: Jede Zahl der ersten Klasse ist < %,
jede Zahl der zweiten Klasse = 5.

Vorbemerkung : Es ist umgekehrt klar, daB jede reelle Zahl
& genau zwei solche Einteilungen erzeugt; die eine mit H < &
als erster, H = & als zweiter Klasse; die andere mit H < = als
erster, H = & als zweiter Klasse.

Beweis : A) Mehr als ein solches Z kann es nicht geben; denn
ware

: : L B+ E
und leisteten &, und E, das Gewiinschte, so wiirde %‘—;fi wegen
A+1)E = 5 +8 < E+E5 <E+E5 = (1+1)5,
b -
At
=, < 171 <

sowohl zur zweiten als auch zur ersten Klasse gehiren.

B) Zum Nachweis der Existenz eines 5 unterscheiden wir vier
Félle: .

I) Es gebe eine positive Zah! in der ersten Klasse.

Wir betrachten den Schnitt, der folgendermafien erzeugt wird:
Jede positive rationale Zahl kommt in die Unterklasse, wenn sie
in der ersten Klasse liegt, ohne die etwaige grofite rationale Zahl
der ersten Klasse zu sein; sonst (d. h. wenn sie die etwaige griBte
rationale Zahl der ersten Klasse ist oder in der zweiten Klasse
liegt) in die Oberklasse. Das ist wirklich ein Schnitt. Denn:
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1) Da die erste Klasse eine positive Zahl enthdlt, enthilt sie
jede kleinere positive rationale Zahl (eine solche gibt es nach
Satz 168), also eine, zu der es in der ersten Klasse eine grifiere
gibt. Die Unterklasse ist also nicht leer.

Da die zweite Klasse eine Zahl enthiilt, enthilt sie jede
groflere positive rationale Zahl (eine solche gibt es nach Satz 158).
Die Oberklasse ist also nicht leer.

2) Jede Zahl der Unterklasse ist kleiner als jede der Ober-
klasse; denn jede Zahl der ersten Klasse ist kleiner als jede der
zweiten Klasse, und die etwaige grofite positive rationale Zahl der
ersten Klasse ist gewil grofier als jede Zahl der Unterklasse.

3) Die Unterklasse enthilt keine gréfite positive rationale
Zahl. Denn entweder die erste Klasse enthilt schon keine solche.
Oder sie enthdlt eine solche; dann war diese in die Oberklasse
getan, und unter den positiven rationalen Zahlen, die kleiner als
eine gegebene sind, gibt es schon nach Satz 91 keine grofite.

Die durch unseren Schnitt definierte positive Zahl nennen wir
& und behaupten, dafi sie die gestellten Forderungen erfiillt.

a) Es sei H mit

H<E

gegeben. Wir wihlen nach Satz 159 (mit ¢ = H, n = &, wemn

H =0 ist; mit ¢ = Til ,n = & wenn H =0 ist) ein Z mit

H< Z<E
Dann ist Z Unterzahl bei E, also zur ersten Klasse gehorig; daher
gehort H zur ersten Klasse.
b) Es sei H mit
H=>Zz

segeben. Wir wihlen nach Satz 159 ein Z mit
E< Z<H

Dann ist Z Oberzahl bei £ und (nach Satz 159) nicht die kleinste,
also zur zweiten Klasse gehbrig; daher gehdrt H zur zweiten
Klasse.

IT) Jede positive Zahl liege in der zweiten Klasse; 0 liege in
der ersten Klasse.

Dann liegt jede negative Zahl in der ersten Klasse, und

E=0
leistet das Gewiinschte.

III) O liege in der zweiten Klasse; jede negative Zahl liege
in der ersten Klasse.
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Dann liegt jede positive Zahl in der zweiten Klasse, und
g =10

leistet das Gewiinschte.
IV) Es gebe eine negative Zahl in der zweiten Klasse.
Dann betrachten wir folgende neue Einteilung:
H in der neuen ersten Klasse, wenn — H in der alten zweiten
Klasse lag;
H in der neuen zweiten Klasse, wenn — H in der alten ersten
Klasse lag.
Diese Einteilung gentigt offenbar den beiden Bedingungen des
Satzes 205. Denn
1) in jeder Klasse liegt eine Zahl;
2) aus
H < H,
folgt nach Satz 183
—H, < —H,.

Uberdies fillt die neue Einteilung unter Fall I), da es eine
positive Zahl in der neuen ersten Klasse gibt. Nach I) existiert
also eine Zahl =, so daB jedes

H < E
in der neuen ersten Klasse, jedes
H=E,
in der neuen zweiten Klasse liegt. Wird

—E =&
gesetzt, so folgt aus

H < E bzw. H > E,
daff

—H> % bzw. — H < &,

ist. Also liegt — H in der neuen zweiten bzw. neuen ersten Klasse,
also H in der alten ersten bzw. alten zweiten Klasse.
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Kapitel 5.
Komplexe Zahlen.

§ 1.
Definition.

Definition 57: FEine komplexe Zahl ist ein Paar veeller Zahlen
E,, &, (in bestimmter Reihenfolge). Wir bezeichnen dic komplexe
Zahl mit [5,, E,|. Dabei gelten [E,, E,] und [H,, H,] als dieselbe
Zahl (als gleich; schreibe: =) genau dann, wenn

Lond
,:42=H2

I

=
ist; somst als ungleich (verschieden; schreibe: ==).

Kleine deutsche Buchstaben bedeuten durchweg komplexe
Zahler.

Fiir jedes ¢ und jedes y liegt somit genau einer der Fille

r=1y =y

vor. Bei den komplexen Zahlen vermischen sich die Begriffe der
Identitdt und Gleichheit, so daf die drei Sitze trivial sind:

Satz 206: E=1

Satz 207: Aus

t=19
folgt
y =t
Satz 208: Aus
r =, =3
folgt
E=13%
Definition 58: n = {0, 0].
Definition 59: e = [1, 0]

Die Buchstaben n und e bleiben also fiir bestimmte komplexe
Zahlen reserviert.
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§ 2.
Addition.
Definition 60: Ist

r=[&, &) p§= (H,, A,],
so st

r+y = |5, +H,, E,+ H,].
(+ sprich: plus.) y+Yy heilit die Summe von y wnd vy oder die durch
Addition von vy 2u y entstehende (komplexe) Zuhl.

Satz 209 (kommutatives Gesetz der Addition):

r+y = y+i
Beweis: |5, + H,, 5,4+ H,| = [H,+ =,, H,+ &,|
Satz 210: r4n =1

Beweis: (5, Z,|+([0, 0] = [5,+0, &, +0] =&, &,
Satz 211 (assoziatives Gesetz der Addition):
@T+y+3 =1r+tH+p
Beweis : Ist
r= |5, Bl v=[H, H]| ;=I|%4, 7]
50 ist nach Satz 186
(E + t’:’)+6 = {VEI+H1’ EZ+H2J +[Z1’ ZEJ = [(EI+H1) + Zl) (52+H'€)+ ZZJ
= ‘El+(:H1+Zl)7 52+([12+Z,)] = [En 52J+|H1+Zx H2+Za] =§+(1)+6)-
Satz 212: Bei gegebenen t, Y hat
p+u=1¢g
genau eine Lisung u, ndmlich,
r = (En 52]7 H = lHrn Hz,l

gesetet,
u=|[%—H, E,—H,).
Beweis: Fiir jedes
u =Y, Y]
ist
y+u = [H +Y, H+Y,}
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und es wird genaun

HA+Y, = &, H+Y, = &
verlangt, so daBl Satz 187 alles beweist.

Definition 61: Das u des Satzes 212 heifit y—y (— sprich:
minus). t—Y heillt auch die Differenz y minus Y oder die durch Sub-
traktion des Y) von y entstehende Zahl.

Satz 213: Es ist
r—y=mn
dann und nur dann, wenn

Beweis: Es ist

genau dann, wenn

Definition 62 : —I=n-—¢
(— links sprich: minus.)

Satz 214: Fiir

L= ['En Ez]
ist
-t = [—En _Ez]
Beweis: —[&,, &,] = [0, 0] —[&,, &] = [0—%&,, 0— 5,
= [~ &, — &l
Satz 215: —(—1) =1
Beweis: Nach Satz 177 ist
_(_El) = En _(”"Ei) = 52-
Satz 216: r+(—y =n

Bewels: Nach Satz 179 ist

E+(—5)=0 E+(—5&) = 0.
Satz 217 : —(+y) = —xr+(-)
Beweis : Nach Satz 180 ist,

r = [En E‘z]a n = [Hu Hz]
gesetzt,
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95
-ty = [-(E+H), —(&+H)])=[-E+(H), —5+(—H)
= [-&, —&]+[-H, - H] = —r+ (-1

Satz 218: r—y = y+(-Yy).

Beweis: (5, —H, Z,—H,| = [&,, )] +[—-H,, —H,]

Satz 219: —(t—y) = y—1.

Beweis: —(x—p) = —@+(-y) = —x+(=(=y) =—x+Y

=9+(—x) =y—r
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§ 3.
Multiplikation.
Definition 63: Ist

= [En ), y = [Hn H,],
so st

Yy = [ElHl—EaHé’ 51H2+22H1]'
(- sprich: mal; aber man schreibt den Punkt meist nicht.) y-y
heilit das Produkt von t mat v oder die durch Multiplikation von

mit Y) entstehende Zahl.
Satz 220 (kommutatives Gesetz der Multiplikation):
ty = yt.
Beweis: %, =5,|[H,, H,) =[5, H,— 5,H,, 5 H,
= |HE~HZE, HE+HE]=[H, H|
Satz 221: Es st

[
,-“’q..

ry =

dann und nur dann, wenn mindestens eine der beiden Zahlen Y,y

gleich n ist.
Beweis: Es sel

= [E,, Ez], y = [H” H?]'

1) Aus
r =1
folgt
E =&, =0,
ty = [0-#,—-0-H,, 0-H,+0-H] = [0, 0] =
2) Aus
p=n

folgt nach Satz 220 und 1)
Y

I

pr = ny = n.
3) Aus

tp =u
soll gefolgert werden, dafl

r = n oder y =
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ist. Wir diirfen daher voraussetzen

y+m,
d. h.
H.H, + H,H, >0,
und haben
r = n,
d. h.
E =5 =0,

fin

zu beweisen.
Nach Voraussetzung ist

frend Lol —_ —_
’:lHl_':QHS =0= L

H,+EH,,
also

0= (8 H -5 H)H,+(5 H,+EH)H,
((EIHI)HI—(EzHE)Hx)+((ElH2) H2+(52H1)112)
= (&, (Hle)“Ez(H2H1))+(El(lizH2)+Ea(H1H2))
((El(Hle)—Ez(H1H2))+Ez(H1Hz))+Ex (HzHe)
= E(HH)+EHH)= = (HH +HH)

also
E =0,
EH, =0= 5.

Da H, und H, nicht beide O sind, ist also

[

=0
Satz 222: te = .
Beweis: (=, 5,|[1,0] = [5,-1—-5,-0, 5,-0+5,-1] = [5,, &,].
Satz 223: t(—e) = —1p.
Beweis: [E,, 5][-1, 0] = [5,(—1)—%,.0, 5,-0 + &, (- 1)]
= [~ &, —&,]

Satz 224: =0y = (-9 = —@y)
Beweis: 1)
[~&,—&][H, H) = [—E)H,—(—E)H,, (—E)H,+(—5)H]
= |[~(5,H)+ 5, H,, — (5, H,) — E,H,]
= |—-(&,H,—-5,H,), —(5,H,+E, H)]
= _([En Ez] [Hn Hz]):
-0y = —(y.
2) Nach 1) ist

t(=y) = (=9 = - = —(y).

Landau, Grundlagen der Analysis.

~3
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Satz 225: (—0)(—=y) = zy.
Beweis : Nach Satz 224 ist
=0 (=Y = (= (=Y) = .
Satz 226 (assoziatives Gesetz der Multiplikation):
€93 = r (Y3

Beweis: In diesem Beweise werde der Ubersichtlichkeit wegen
ausnahmsweise zur Abkiirzung
(E+H)+Z

(EH)Z

2+ H+7,
EZHZ

gesetzt, so dafl auch
E+(H+Z) = E+H+Z,
E(HZ) — ZHZ
ist.
Es werde
r =[5, &, y=[H, H), 3 =1[2, Z)]
gesetzt. Dann ist
@) = (B, —5H,, B H,+ 5 H](Z, )]
= [(&8,H,— &, W Z,— (5 H,+ 5 H)Z,
(EIHI_E2H1)Z2+(E1H2+EZH1)ZIJ
= [(EIHIZI_EZHZZI)—(EIHAZZ_i_EZHIZE)’
(E1H1Z2*52szz)+(ELH2Z1+52H-121)]
= [(ElHlZ‘-*'(—(:%HaZ,)))+(—(E‘H222+52H122)),
(51H2Z1+ E2H1Z1)+(E|H1 Zz+(_ (EszZz)))]
= [EIHAZx—(52H221+ELH2Z2+52H122)7
(EIH2Z1+E~2H121+31H1 Zz)_‘E2H2Z2]’
Wegen
t(h3) =
entsteht durch Buchstabenvertauschung (H statt 5, Z statt H, =
statt Z)
t(93) = (M, Z2,5,—(H,Z,5,+H,Z,E,+ H,Z,E,),
(lezzgl'}"HszEx'*_IIleEz)_H2Z2'Ez]'
Wegen
EHZ = E(HZ) = (HZ)E = HLE,
A+B+T'= A+ B+TI) = B+I')+ 4= B+I'+ 4



Satz 225—229. 99

erkennt man an den ausgerechneten Ausdriicken
€93 = £(v3)
Satz 227 (distributives Gesetz):
t(H+3) = v+
Beweis :
(50, &) (H,, H)+1[Z,, Z,)) = (&, &][H,+Z,, H+Z,)]

= [B\(H,+Z,) - 5,(H,+ Z,), B (H,+Z,)+ E,(H,+Z))
= (B, H+E,Z,)+(— (5, H)+(—(5,Z,))), (B HA+E Z)+ (5, H+ 5, Z,)]
= [(E,\H,— 5, H,)+(5,2,— E,Z,), (B, H,+E,H)+ (5 Z,+5,Z)]
= [B\H,—E,H,, 5 H,+5H)+[52—-52, 5Z,+5,Z]
= (&, Ez] [Hn o, + [Eu Ex] [Zn Za]'
Satz 228: th—3 = ry—1r3
Beweis: r(9—3) = r(h+(—3) = r9+r(—3) = Y+ (—(3)
= Iy—1s
Satz 229: Die Gleichung
pu = g,
wo t, Y gegeben sind und
y=+Fn

ist, hat genaw eine Lisung u.
Beweis: 1) Es gibt hiochstens eine Liosung; denn aus
ju, = ¢ = yu,
folgt
n=yu,—-yu, = n(ul—uz)a
also nach Satz 221

2) Ist
y = [H,, H2]7
so ist
H = HH + H,H, >0,
und

ist eine Liosung wegen
7%
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o = (ol = ]

H, A, H, H,
=[H1H+H2'§'7 —(Hl H)+H2 H]&
H1H1+H2H2 - H1 Hs +H1H2 .
= [ LE L) o ==

Definition 64: Das u des Satces 229 heifit g (sprich: r durch y).

L heiBt auch der Quotient von ¢ durch y oder die durch Division
von ¢ durch Yy entstehende Zahl.
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§ 4.

Subtraktion.

Satz 230: t—y+y =1

Beweis: E—9+y =y+x—y) ==

Satz 231: (t+ty—y =1

Beweis : p+r =1r+9y

Satz 232: t—@E—y =0y

Beweis: -9 +y=r

Satz 233: G-9—5=1r—-0+3

Beweis: (y+3)+((@x—9—3 = @E—9—-3+G+Y)
= (k—vV—3+3+y=c—y9Y+y =1

Satz 234: G+ —3=1r+0H—3

Beweis: (t+H—3)+3 = rt+((W—3+3 = r+9

Satz 235: =9+ =1r—0—3

Beweis: (k—9)+3)+@W—3 = C—9)+G+OH—3)
= @-y+y ==

Satz 236: C+3 -0+ =1r—9

Beweis: t—y)+@H+3) = @—9+y)+3=1r+3
Satz 237: (x—y)+G—u) = @E+3)—0O+uw.
Beweis: (x—y)+G—w)+@+u) = @—y)+{3—u)+@+y)
G—9)+(G—w+u)+y) = E—9)+G+y) = -9 +@O+3
= (k—9+y+z=1r+3
Satz 238: (x—y)—G—w) = Ctw—(H+3.
Beweis: Nach Satz 237 und Satz 236 ist
(C+w—@+)+G—u) = @E+w+z—(@+3z+w
= (+u+3)—OQ+6G+w) =zr—n.
Satz 239: Es ist

t—y =3—u

dann und nur dann, wenn

r+u = y+3
Beweis: Satz 213 und Satz 238.
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§ 5.
Division.
Satz 240: Ist
. p=Fn
so 18t
LI
Y U T
Beweis : Sy —yf — o
Satz 241: Ist
. y =+,
80 18t
g—"" = ¢.
Y L
Beweis: yr = Iy
Satz 242: Ist
. L =+ n, I) =+ un,
80 18t
g—»- p—
P
B
Beweis ; . _
: 5 y = 1.
Satz 243: Ist
. h==n z=+n,
S0 18t
L
v _ &
5 D3
k3 L <£
Beweis: b _ 9 {9 —
(“3) ; 5 GY) 5 89
Satz 244: Ist
3+,

S0 1st
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'B is: 2 ES Q = .
ewels (z 5)5 x(a 5) £y
Satz 245: Ist
y=Fn z=+Fmn,
so st
L, ¢
y? =y
]
B i . £ 2 P A .t)_ = E_ =
eweis (1) 3)5 t)(z,%) nt) b4
Satz 246: Ist
pE1, 3+,
so ist
£y _ &
93 9
Beweis: %(na) - (%r) 3= 13
Satz 247: Ist
h=mn u=+n,
S0 st
t 3 _ L3
y u  yu
ig: (£.3 — t(3 _ (&
Beweis: (r) u)(t)u) IJ(u(ut))) U((u u)n)
- - & _ (& -
= Lew=Loy=(Fo)s=x

Satz 248: Ist
p==n, z=n us=n,
so st

_
=43

2o & e

Beweis: Nach Satz 247 und Satz 246 ist
tu 3 (wz _ r(up) _

py u (zpu  yGw 9
Satz 249: Ist
t = n,
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80 ist
n
— = n
r
Beweis: im = n
Satz 250: Ist
; ¥ = u,
30 ist
E_ e
L
Beweis: re = 1.
Satz 261: Ist
. Y =+ n,
so st
T,
y
dann und nur dann, wenn
r =79
Beweis: 1) Ist
. & - t)y
so ist nach Satz 250
r
= - = ¢
B )
2) Ist
L
= e,
b
so ist nach Satz 222
r=7hne=y
Satz 252: Ist
y=En, u=Fn
S0 st
r_ 3
Y u
dann und nur dann, wenn
tu = y3
Beweis: Fiir
3=n

ist die Behauptung klar.
Sonst ist nach Satz 248

t
y _ oz
5 Y3’

=

so daf Satz 251 die Behauptung liefert.
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Satz 253: Ist

h=+Fu,
so ist
r ., 5 r+3
L4 0 = 5 .
y 9 b
Beweis: (~§+-5—>= Eapd s
”r) y Un l)t) r+3
Satz 254: Ist
y=+Fn u-=n,
so ist
r, & _ rutys
n—l-u— yu

Beweis: Nach Satz 246 und Satz 263 ist

Y, % _rtu 93 _ ruty;
t)+u_1)u+1)u— pu
Satz 255: Ist
h=Fn,
so ist
r_ & __ i3
y y
. r 3 T 3 ]
B H (*—7*): e} L — § — 2.
eweis ] v "y Utj Uf) r—3
Satz 266: Ist
y=Fun u-=n,

so ist

p u ju
Beweis: Nach Satz 246 und Satz 255 ist

E_§ _ ¥ Y _ tu—yj

t_ 3 _ xu—h3z

hy u  yu yu yu

105
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§ 6.
Konjugierte Zahlen.

Definition 65: Zu

L= [517 Ez]
heilit
g = [En - En
konjugiert komplex.
Satz 257: I =1
Beweis : (5, — (= &) = [5,, &)
Satz 258: Es ist
r=n
dann und nur dann, wenn
= n
Beweis: E =0 -5 =0
ist dasselbe wie
E =0 g =20
Satz 259: Es ist
r=1x
dann und nur dann, wenn t die Form
L= [Ev O]
hat.
Beweis: Es ist
E =5, —& =&,
dann und nor dann, wenn
Z, =0
Satz 260: r+y =1r+y

Beweis: Tiir
H], y = [Hn Hs]

=[5, &

r+y = [51+Hn —(52+H3)] = +
=[5, —&]+[H, —H] =1+
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Satz 261 : Iy = .
Beweis: Fiir

r = [En Ez]a y = [H17 Hz]

ist
ry = [Ele —E,H,, — (51 H, + ’EQHJ]
= [El Hl - ('- Ea) (— H2)7 El (_ Hs) + (— 52) H:]

I
o

1) '—':2][H17 e 2] = Ef)
Satz 262: I—y=1—0y
Beweis: Wegen

r=(E—-9+y
ist nach Satz 260
I—y =1—Y
Satz 263: Fir
y+n
ist i
N _t
(r)) Ty
Beweis: Wegen
L &
T Y [’
ist nach Satz 261
— (L),
r = (r))n,
nach Satz 258 ist
y =,

also
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§ 7.
Absoluter Betrag.

Definition 66: Es bedeute \§ die nach Satz 161 eindeutig
vorhandene (positive) Losung & von

g = ¢
Definition 67: VO = 0.
Definition 68: |[5,, 5]| = V&, & + &, &,.

(|| sprich: absoluter Betrag.)

Satz 264: bl { > firg+m,

=0 fir y =n.
Beweis: Definitionen 68, 66 und 67.
Satz 265: (L&), ElI=|&],
(5, Ell= (5]
Beweis: ‘[Eu Ez]l '["’17 Ez]l
— EE 4+ 5E { §5151 = I'ExH'Ex ’
T T > e e — (5|5
= Mg el =2
Aus
EE=HH, =0, H=0
folgt
2> H
= i
da sonst
O<Z<H,
EE<HH

wire. Damit ist Satz 265 bewlesen.
Satz 266: Aus
(5, 0][%, 0] = [H, O][H, 0], 5=0, H=0

folgt

Beweis: Wegen
(z, 0){2,0] = [2Z2-0-0, Z.0+0-Z] = [2Z, 0]

ist nach Voraussetzung

-
= = H.
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Ist
=0,
so folgt
HH = EE =,
=0,
also nach Satz 161
2 = H.
Ist
E =0,
so folgt
HH = 52 = (),
H=0=E5
Satz 267 : l1z1, Ol iz, 0] = .
Beweis: Wird
= [En E;]

gesetzt, so ist
Lzl O}{1xl, 0] = {Ixllxl, O]

- - o el I ' =i —_— [d
= [E,5, = E,(—5), B,(—E)+ 5 E] = [5,

Satz 268: leyl = |zliyl

Beweis: Nach Satz 267 und Satz 261 ist

= ({lzl, 01z, oD v |, O [ivl, O
= (L], O1lIv 1, oD ([Ixl, 01 [1y1, O)

109

= [Ixl1y|=0-0, [£[-0+0-|y[][|x|Iy| —0-0, |5|-040-ly|]

= [lzliyl, O1fizlIvl, O},
nach Satz 266 also

lenl = lx}Iyl.
Satz 269: Ist
y == 1,
80 st
Xy lal
g
Beweis: fy] =0,
‘f)‘l) =1

also nach Satz 268
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AT
vl
%n' Iyl
Satz 270: Aus
r+y =
folgt
le]+[p] =1

Beweis: Ist
r=1[&, Z), y=[H, H],
so ist nach Satz 265
[tl=[5|= 5,
it)lz IHII gﬂl’
also
ltl+ Iyl =&+ H, = 1
Satz 271: r+yl =)+ 1yl
Beweis: 1) Ist
t+y =
so ist die linke Seite der Behauptung 0, also = der rechten.
2) Ist

t+19y == n,
so ist, wegen
b y _ r+y _ e
t+y  r+y Yy ’
nach Satz 270
L,S_J J_i,J>1
FETE AT
also nach Satz 269
It 9l -
1= vzl’
lt+9) " |r+y]
)@,\_ﬁ 19\ =
Tty = ’Hm<lx+r)!+lx+t)f) Land
Satz 272: I—z] = [z].
Beweis: (_ En)(— E1)+(— Eﬂ)(— Ez) = Ex51+5252'
Satz 273: lt—=y| =zl —Iyll
Beweis: = y+(—y),

also nach Satz 271
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el =Iyl+{r—vl,
lt—y[=lti—[yl.
Hieraus folgt, wenn ¢ und y vertauscht werden,
-z = [yl-lxl,
also nach Satz 272
t—yl = I—@—0| = y—x[Z[y|—|2) = —(z|—{v})
Aus
E=H, E=-H
folgt aber, da |H| entweder H oder — H ist,
E=|H).
Daher ist
=yl =llxi=1yll
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$8.
Summen und Produkte.

Satz 274: Ist
z <y,

so konnen die m =< x nicht auf die n <1y ein-ecindeutig bezogen werden.
Unter Beziehen verstehe ich in diesem Paragraphen immer
ein-eindeutiges Beziehen.
Beweis: Es sei I die Menge der z, fiir die die Behauptung
bei allen y =z wahr ist.

I) Ist
1<y,
so kann m = 1 nicht auf die » =y bezogen werden; denn ent-
spricht dem m = 1 das » = 1, so bleibt kein m fiir n = y iibrig;
ist m = 1 auf ein » > 1 bezogen, so bleibt kein m fiir n = 1
ibrig.

1 gehort also zu IN.
1I) Es gehdre z zu M, und es sei

z+1<y.
Wenn eine Beziehung der m =<z +1 auf die » =y vorliegt, so
unterscheiden wir zwei Fille.

o) Dem m = x 41 entspricht » = y. Dann sind die m =«
auf die » =y —1 bezogen; das geht nicht wegen

x<<y—1.

B) Dem m = x + 1 entspricht ein » = n, <<y. Dann sei m = m,
die dem % = y entsprechende Zahl, also m,<<z+1. Man be-
trachte nun folgende abgeinderte Beziehung der m =<z +1 auf
die n = .

s Ist m == m,, m 4= £ + 1, so gelte das Alte.
m = m, entspreche n = n,.
( m = z + 1 entspreche n = y.
Dann haben wir eine Beziehung von der soeben in «) als unmig-
lich nachgewiesenen Art.
Also gehrt z+1 zu M, und die Behauptung ist bewiesen.
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Da die Beweise der folgenden Sitze 275 bis 278 und 280 bis
286 mnebst zugehorigen Definitionen fiir Summen und Produkte
wortlich dieselben wéren, machen wir das, um lange Wieder-
holungen zu vermeiden, nur einmal und wihlen ein neutrales
Zeichen -}, welches durchweg + oder durchweg - bedeuten soll.
Das einstweilen neutrale Zeichen [{ wird spéter entsprechend in
zwei Zeichen (3} bei +, [[ bei -) gespalten werden.

Unter definiert verstehe ich in dieser ganzen Entwicklung:
als komplexe Zahl definiert.

Satz 275: Es sei x fest, {(n) fiir n =< x definiert. Dann gibt
es genau ein fir n = x definiertes

8.()
(ausfithrlicher geschrieben

gzr f (”)’
abgekiirzt geschrieben

g (n)

mit folgenden Eigenschaften :

) g.(1) = f(1),
g.(n+1) = g. () f(n+1) fir n <=z
Beweis: 1) Zunédchst zeigen wir, dafl es hochstens ein solches
g.(n) gibt.
Es mdgen g(n) und §(n) die geforderten Eigenschaften haben.
IR sei die ans den #n = & mit

g(n) = h(n)
und den n >z bestehende Menge.
1y g(1) = f(1) = Hh(b);

1 gehort also zu I
II) » gehore zu M. Dann ist
entweder
n<z, gn) = hn)
also
gl +1) = g #fn+1) = h() #fr+1) = hn + 1),
also n+1 zu I gehorig;

oder
n =,
also
n4+l=>x

und =+ 1 auch zu M gehorig.

Landau, Grundlagen der Analysis. 8
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Daher ist I die Menge aller positiven ganzen Zahlen; fiir
jedes n =z ist also
w.z. bow.

2) Wir zeigen jetzt, daf es zu jedem x, wenn f(n) fir n =2z
definiert ist, ein passendes g,(n) gibt.

M sei die Menge der z, fiir die dies wahr ist, fiir die es also,
wenn {(n) fir » =2a definiert ist, nach 1) genau ein passendes

I) Fiir £ = 1 leistet, wenn (1) definiert ist,

g.(1) = (1)

das Gewiinschte (da die zweite Forderung wegen der Unmoglich-
keit von » <1 nicht erhoben wird). 1 gehort also zu M.
II) Es sei z zu M gehorig. Wenn f(») fir » <+ 1 definiert
ist, ist es fiir » = « definiert, also hier genau ein zugehériges g,(n)
vorhanden. Nun leistet
g, (n) fir n =u,

Ben () = | 0 @ fa+1) fir n — 241

das Gewiinschte bei z + 1. Denn erstens ist
gzﬂ(l) = gz(l) = f(l)

Ziweitens gilt fiir

n<<x
(wegen n+ 1 =2)

Qon(n+1) = g.(n+1) = g, (W) f(n+1) = g, (0) £ f(n+1),

withrend fiir

n =z

G (n+1) = (@) FT(@+1) = G, () F f(n+1)

ist; aus
n<<x+1

folgt also jedenfalls
8o (0 +1) = gopy () (0 +1).
Daher gehort z+ 1 zu M, und I umfalt alle positiven ganzen
Zahlen.
Satz 276: Wenn {(n) fir n =x+1 definiert ist, gilt fir die
augehirigen g, (n) und g, (n)

Gers (@ +1) = g,(2) & +1).
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Beweis: Das kam bei der Konstruktion in 2), II) des vorigen
Beweises vor.

Definition 69: Ist §(n) fiir n = x definiert, so ist

&

K fm) = 6.0 (= g,;0@)

n=1
HWenn < die Bedeutung + hat, schreibt man
X
2 F);
n=1

wenn - die Bedeutung - hat, schreibt man
Z
I1 §(n).
n=1

(3 sprich: Summe; [] sprich: Produkt.)
Statt #n kann in diesen Zeichen auch jeder andere Buchstabe
stehen, der positive ganze Zahlen bezeichnet.

Satz 277: Ist §(1) definiert, so ist

1
K = 1)
n=1
Beweis : g, (L) = §().
Satz 278: Ist §(n) fiir n < x4+ 1 definiert, so ist

x4 1 z
nglf(%) = Klf(%)ﬁ(wrl)-

=
Beweis: Satz 276.
x
Satz 279: >t = 1|z 0]
n=1
Beweis: ¢ sei fest, I die Menge der z, fiir die dies gilt.
1) Nach Satz 277 ist

1
2 r=1=¢te=[L0]
n=1
1 gehdrt also zu k.
II) Wenn # zu IR gehdrt, so folgt aus Satz 278

x-+1

> =

n=1 n

1
=tz +1,0].
x4 1 gehort also zu M.
Daher gilt die Behauptung fiir alle .

M

8%
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Satz 280: Sind f(l) und f(1+1) definiert, so ist

Z f(") = f()+f(l+1).

n=1

Beweis: Nach Satz 278 und Satz 277 ist
K= R D) = O+
Satz 281: Ist f(n) fiir n <z +y definiert, so ist
K = X i) X flrn

Beweis: Bei festem # sei I die Menge der y, fiir die dies gilt.
I) Ist f(n) fir n <2+ 1 definiert, so ist nach Satz 278 und
Satz 277
x+1 x Z 1
K f)= X Tm+ie+) = X f+ X f@+n)
n=1 n=1 n=1 n=1
1 gehort also zu IN.
I1) y gehore zu M. Wenn {(r) fir » =z 4 (y+1) definiert
ist, so ist nach Satz 278 (auf z+y statt x angewendet)
@+ (y+1) @+y+1 xty
K fw= K ifw= K fm+flz+y+D

n=1 n=1 n=1

— (R, f00# X ftn)sfEro+)

= R it £ fernitrorn)

also nach Satz 278 (auf y statt z, f(x+n) statt f(n) angewendet)

= z f(n)+ % @)

n=1
y +1 gehort also zu E)J?, und der Satz ist bewiesen.
Satz 282: Sind |(n) und g(n) fz’ir n =z definiert, so ist

K g = X fok X g

n=1
Beweis: Yt sei die Menge der =z, fiir d1e dles gilt.
I) Sind §f(1) und g (1) definiert, so ist
1

1
K fm)+gm) = O +g(1) = Klf(”)% Zlg(n)-

n=—1 7n—= n =

1 gehort also zu .
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II) x gehire zu M. Sind f(n) und g(n) fiir =<2+ 1 definiert,
so ist, mit Riicksicht auf

ey G = (Y tu = GHEEFY)Fu
= ((3F0) Y Fu = GHp)EGtu) = @43+ Q*Fu)
x4 1
K () kgm) = g F) 4 g ) Fla+1) gz +1)

n=1

— (Xt T o) (et b ge+1)
<

(3
x 1 x4 1

+
= X im+ X gl

f(%+f(x+1)) #( R gt gl+)

Also gehdrt z+1 zu M, und die Behauptung gilt stets.

Satz 283: s(n) beziche die n = x auf dic m = x. §(n) sei fir
n = x definiert. Dann ist

X
L fem) = K )
n=—1 ES
Beweis: Zur Abktirzung werde
flstn) = g(m)
gesetzt.
M sei die Menge der z, fiir die die Behauptung
X &x
K g = K f»
n=1 n=1
(bei allen zuldssigen s und f) wahr ist.
I) Fir
x =1
s(1) =1

also, wenn f(1) definiert ist,

ist

T g =g = f) = X F

1 gehort also zu .
II) # gehére zu M. Es beziehe s(n) die » =z + 1 auf die

m=xz-+1, und f(»n) sei fiir n =z + 1 definiert.
1) Falls

s(zx+1) = x+1,
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§ 8: Summen und Produkte.
bezieht s(n) die » =z auf die m < z.

Alsdann ist
K g = X oo
g+1) = fla+1),

also

x4+ 1 x T
n§1g<") = nglg(m#ﬁg(xﬂ) = "E

2) Falls
sfe+1) <241,

x+1
lf(%)%:—f(x-%l) = %Elf(n)-

s(l)y = 1,
bezieht s(n) die # mit 1+1 =% <241 auf die m mit 1+1m
=xz+1; also bezieht s(1+n) —1 die »=a auf die m =z
Daher ist
x @X X
X gll+n) = X fsl+n) = K f(l+(sl+n—1)
n=1 n=1 n=1

f(14mn),

n

2

also nach Satz 281

z-+1 X T x4 1 )
K g =g K gllm=i)s T fll+n) = X f0o.

3) Falls
s+ <zx+1, s(1)>1,
werde
s(l) =a
gesetzt und b aus
1=b=w+1, s@) =1
bestimmt. Dann ist
a>=>1 b=>1.
a) Es sei
a<<x+ 1.
Dann hezieht sowohl
1 fiir m = 1,
$,(n) = { a firn =05

stn) firl<n=z+1

a fir o = 1,
sz(n)=§1 fir n =

a,

, b
als auch

nfirln=<z+1l, na
die n =z 41 aaf die m =z +1.
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Nun ist
s(m) = s,(s,(n) fir n =2 +1.
Denn durch s,(s,(n)) geht iiber
1via 1l in a = s(1),
b via a in 1 = s(b),
jedes andere n =z + 1 via s(n) in s(n).
s,(n) 1i6t 1, und s,(») 146t x+1 unverdndert. Nach 2) und
1) ist also

¥ ==

x4 1 -1 z41 z4+1 w41
K a0 = X f6tm) = X flscm) = K i60)= X o

B) Es sei
¢ =zx4+1, b<z+1

Dann bezieht
b fiir n = 1,

s,(n) = {1 fir n = b,
n firl<wn=z+1 nb
die n =2z +1 auf die m =2+ 1. Ferner ist
s(n) = s,(s,(n)) fiir n =2+ 1.

Denn durch s,(s, () geht iiber
1 via b in a = s(1),
bvialin 1l = s(b),
jedes andere n =z +1 via » in s(n).

Sg(1) 1dB8t £+ 1 unverdndert. Nach 1) und 2) ist also

x+1 x4 1 z+1 z4+1 xz41
Zlg(%) =n§1f<s(n)) =n’_§1f(s,(sa(n))) =”§l f(s,(m)) = nglf(%)-

n=

7) Es sei
a =b=zx+1.

Ist . =1, so ist

a+1 z+1
K gm)= K f(n
n=1 n=1
trivial.

Ist x > 1, so bezieht
1 firnw =1,
s,(n) = {z+1 fir n = x+1,
s(n) firl<=n<<z+1
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die n =241 auf die m =ax+1. Folglich ist nach 1)

Ko = X gtaet) = (504 T g0+ D)4 gt 1)
~ g(l)%(:gg(wl)%g(xﬂ))
= (sle+ 14 R sl+D) 4900

xz—1
— (fe+ ) T femr)iem

|

x—1

) R flo,n+ 1) (s, + )

|

0+ "% i+ ) #iery
n=1
(

d 41 x4 1
nglﬂ&wn$ﬂgu+h)=n§1MMM)=n§1ﬂm,

Daher gehort #+1 zu M, und der Satz ist bewiesen.

In Definition 70 und Satz 284 bis Satz 286 bezeichnen aus-
nahmsweise lateinische Buchstaben ganze (nicht notwendig positive)
Zahlen.

Definition 70: Es sei

y =z,
f(n) fiir
y=n=u=
definiert. Dann ist
& x+1)—y
K im = Z1 f(n+y—1).
n—= Yy n =

Statt » kann auch irgend ein anderer Buchstabe stehen, der
ganze Zahlen bezeichnet.
Man beachte
s+l>y; y=S=hty)—1=zfir l=na==+1)-y;
ferner, daB fiir y = 1 die Definition 70 (wie es sein muf) im Ein-
klang mit Definition 69 steht.

Satz 284: Es sei
y=u<ux;
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f(n) sei fiir
y=z=n=z

definiert. Dann ist

Ko = X ik K i)

n_u
Beweis: Nach Definition 70 und Satz 281 ist

1) —

z (x4 Y
ngyi(n)= Zl flet+y —-1)

n —

(u+1)—y ZT-—u

= M_K__l f((n+y)—1)%n’§lf(((((u+1)—y)+n)+y)—1);
denn
(w+D) =y +@x—w) = @+ (—u)+(u+1)+(—y)
= @+(—w+@+1) +(-y) = (+1)—y.
Nun ist

(w+D)=yp)+n)+y = (u+D—9)+ (y+n)
= (@+D=9)+9) +n = n+@+1)
also nach Definition 70

€x % +1)—(u+1)
K fln) = Z f(n) < < f((n+@+1)—1)
n=y =Y n=1
u
= K () K f(n).
n=1y n=1u-41
Satz 285: Es sei
y ==z,
f(n) fiir
y=n==z
definiert. Dann ist
x x4+
L fm)= K fn—o
n ==1 n=y-+v
Beweis: Nach Definition 70 ist die linke Seite der Behauptung
(x+1)—y
n=1

die rechte (man beachte y =n—v =2z fir y+o=n=2z+v)

(o) + 1) —(y+0)
= < fl(e+@y+v)—1)—v);

n=1
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hierin 1st
(+v)+)—@y+v) = A+@+0)+({(~)+(=¥)
= (1+({@z+o)+ o)+ (—y) = I+2)—y = @+ —y
und
(n+y+o)—1)—v = (n+y+v)~(1+0) = (+y) +v)+(—v+(-1)
= ((n+y+2)+(=v)+ (1) = (n+y)+ @+ (=) -1 = r+y)— L
Satz 286: Es sei

y=a,

fn) fir

y=n=z
definiert.  s(n) beziche die n mit y = n =z auf dic m mit y =m = x.

Dann st

X X
L fsm) = K i)
Beweis: s;(m) = s(n+y)—1)—(y—1)
bezieht die positiven # = (z +1) —y auf die positiven m = (z+1)—y.
Daher ist nach Satz 283

x @+1)—y @+1)—y
X fsm) = K fGsle+y-1)= Kl f(s,(n)+(@y—1))
%:y n = n=
4+ —y (z+1)—y z
= K1 flo+y—1)) = Zl fle+y—1) = K §f(n).
n = n = n=y

Ublich ist statt

x

> i)

n=y
auch die saloppe Schreibweise
f@+fy+D+-+i@
(und entsprechend beim Produkt); aber vollig einwandfrei ist z. B.
FO+TA+D+FA+D+D+F(A+1)+1)+D),

mit anderen Worten
a+b+c+d

(was also nach Definition auf die alte Addition zuriickfiihrt und

(a+b)-+o)+bd
bedeutet), oder z. B.

abedfghifimopqgritubwrys.
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Man kann auch ruhig z. B.

a—b+¢
im Sinne von

a+(—b)+¢
schreiben, da jedenfalls
fO+FA+D+f@+D+1)

f1) =a fA+1) = -5, f(@+D+1) =¢

gemeint ist.

mit

Nunmehr bedeuten kleine lateinische Buchstaben wiederum
positive ganze Zahlen.
Satz 287: Ist {(n) fir n =z definiert, so gibt es ein E, so dah

‘ ‘
| & |
\

| |
‘ !

2 @)
=1

A
Iy

)
n

$ 1), 0 = [0

Beweis: M sei die Menge der z, fiir die es (bei beliebigem
f(n)) ein solches F gibt.
I} Ist (1) definiert, so ist

; 1 ;
IORICIE (O

1
El[lf(")l, 0] = (I} 0);

" =
also leistet
= = )]
bei = 1 das Gewiinschte. 1 gehort also zu M.
II) « gehore zu IM. Ist f(n) fiir n =2+ 1 definiert, so gibt
es ein =, mit

S M) 0] = (5,01

Nach Satz 278 und Satz 271 ist

le 41 j Iz | i |
ISRCIESISRIOER RS R IOIENICERN



124 Kap. 5: Komplexe Zahlen. § 8: Summen und Produkte.

also, wenn

I

= E+li@=+1)]
gesetzt wird,

—
=5

x4+ 1
3 i

Andererseits ist nach Satz 278

z+1 x .
nz . i), 0] = n§ . f (), 0]+ [If (= + 1), O}

= [5, 01+ (If @+ 1], 0] = [& +|f(z+1)|, 0+0] = [5, 0].

E leistet also das Gewiinschte bei z +1; also gehort z+1 zu I,
und der Satz ist bewiesen.

Satz 288: Ist §(n) fiir n ==z definiert, so ist

[ 1T §m],0] = 1T rien, ol
n=1 n=1

Beweis: I sei die Menge der z, fiir die dies gilt.
I) Ist f(1) definiert, so ist

1 1
| I ieal, o] = UFh 0 = 1T (e, ol

Also gehort 1 zu IN.
II) x gehbore zu M. Ist f(n) fir » =<z +1 definiert, so ist
nach Satz 278 und Satz 268

x 41
T 1lieh 0] =

x

I i), 0] [+ 1)), 0]

i1 1), 0@+ ), 0

n

i) liG@+ D1 =0-0. | T $0)|-0+0-[f(s+D)]

'nlill 11
T i) i+ 01 0] = |

1T -+ 1), 0

x 41

= |11t 0,
n=1

also .+ 1 zu I gehorig, und der Satz ist bewiesen.
Satz 289: Ist {(n) fir n = & definiert, so ist

nji]lf(n) ="
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dann und nur dann, wenn ein n = x mit

fm) =n
vorhanden ist.
Beweis: M sei die Menge der z, fiir die dies gilt.

1
I) II ) =n

n=1
ist mit
f) = n
identisch. Also gehért 1 zu M.
II) z gehore zu M.

x4+ 1
I ) =m

n=1

bedeutet
X
II f(0)-fl@+1) = n;
n=1
nach Satz 221 ist hierfiir notwendig und hinreichend
X
IT f(») = n oder f(x+1) = nu,
n=1

also (da z zu IR gehdrt) notwendig und hinreichend
f(n) = n fir ein » =2 oder fir n = 2+ 1.

x+1 gehort also zu IN, und der Satz ist bewiesen.
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§ 9.
Potenzen.

In diesem Paragraphen mégen kleine lateinische Buchstaben
ganze Zahlen bezeichnen.

Definition 71:
&
IT ¢ fiir =0,
n=1

= e fir x =mn, =20,
g‘%‘f fir x =n, z<O.

(Sprich: ¢ hoch z.) Nicht definiert ist also x” lediglich fiir
r=mn z=0.
Man beachte, daf fiir
t==n <0
nach der ersten Zeile der Definition 71 und Satz 289
EiZI :': n

1z|

ist, so daf dann Eev einen Sinn hat.

Satz 290: Fiir
) r=FEn
st
* == n
Beweis: Fiir >0 folgt dies aus Satz 289, fir # = 0 aus
der Definition und fiir £ << 0 aus

PR o
Satz 291: ' =1
1
Beweis: = Jlr=r1
n—= 1
Satz 292: Es sei
z=>0

oder
r=n y+n
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Dann ist
(g t))x p— gx I)x.
Vorbemerkung: Beide Seiten haben jedenfalls einen Sinn;

denn fiir =0 ist

ry == n.
Beweis: 1) Bei festen r, y sei It die Menge der # >0 mit
(xp)” = £"v"
I) Nach Satz 291 ist
(xp) = ry = ¥'y’,

also 1 zu I gehorig.
II) Ist  zu M gehodrig, so ist
x-+1 ) x ]
oy = 11 &y = II &y -Gy = &5)ky) = FDO")

x x z+1 x+1
= ( I1 xx)( I1 M)) =11 & IT v = ™"y,
n=1 n=1 n=1 n=1

also 2 +1 zu M gehorig.
Fiir x> 0 ist also stets

2) Es sei
x=07 L=, )Z)Zf:n
Dann ist
(ty)” = e = ee = "y"
3) Es sei
z<0, x=F1n, y=Fn
Nach 1) ist
(ED).’E — g‘zll)iz‘,
e i e _ e e
(I)‘t))m - g\x\r)m‘. - xtz Di::’
(xy) = 1°Y"
Satz 293: e = e.

Nach Satz 292 ist
e = ¢ = (eef’ = "¢,

Beweis:

€
n = e —e’e = e"(e*—e),

also (nach Satz 290 und Satz 221)
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Satz 294: Es sei

z2=>0, y=>0
oder

Dann ist

Beweis: 1) Es sei

2) Es sei
r=Fn
und nicht zugleich
x>0, y=>0.
o) Es sei
z<<0, y<< 0.
Dann ist nach 1)

Zl Wyl elEEY Tyl
YT =t =",

x e e e e .
YV = m g = gy = e =
B) Es sei
x>0, y<<O.
Dann ist
x € v
Y =1t ‘gm = W
A) Fiir
: z > |y|
ist nach 1)
gz gly! g-’E—lyl _ .
FV = T e g"" Iyl — E-H"
B) Fiir
: z = |yl
ist
g'c
gm — ¢ — I0 —_ g:|=+J/
C) Fiir
z <y
ist nach 1)
g::: gze e
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y) Es sei
z<<0, y=>0.

Dann ist nach g)

o=y = ¢ = "
0) Es sei
z =0
Dann ist
ey = ey =¥ =" = "
s) Es sei

Dann ist nach 9)

Exgy — Eyg:c — gy+x — x+y.
Satz 295: Fiir

st

Beweis: Nach Satz 294 ist
Y = Y =

nach Satz 290 ist

== n,
also
Satz 296: Fiir
r=Fn
st
€ —
o
Beweis ; Nach Satz 295 ist
e _ L e
& & L L.

Satz 297: Es sei
z2=>0, y=>0

oder
T == 1.

@) = ™.

Dann ist

Beweis: 1) Es sei
r=m1n x2>0 y=0.

Landau, Grundlagen der Analysis.
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Dann ist nach Satz 289
7)Y = (nx)y = =n = n%¥ = "
2) Es sei

r=Fn
a) Bei festen r, z sei I die Menge der y = 0 mit
@) =
I) @) = =17

1 gehort also zu M.
II) y gehore zu M. Dann ist nach Satz 294

@) = @) = 7 =T = e,

also y +1 zu M gehorig.
Fiir y > 0 ist also die Behanptung wahr.
b) Es sei

y = 0.
Dann ist
@)Y = e = ™.
c) Es sei
y << 0.
Dann ist nach a)
@ = 2,
also nach Satz 296 und a)
€ € €

- ~(zlyl) ___ nxY

(gx)J = ’(gz)—y = (gx)\yi = e
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§ 10.
Einordnung der reellen Zahlen.
Satz 298: [E+ H, 0] = [& 0]+ [H, 0];
= [%, 0] —[H, 0];
[£H, 0] = [z, 0][H, 0];

= ol = [E0] .
H,o] = [po| falls H =0
[-E’O} - - 570]7

I[Z, 0]] = |=]

Beweis: 1) [5,0]+[H, 0] = [+ H, 0+0] = [E+ H,0].
2) (5 0]—[H,0] = [E—H, 0—0] = [E— A, 0].

3) [= 0][H, 0] = [EH—0.0, £-0+0-H] = [¥H, 0].

4) Nach 3) ist, falls H = 0,

6) |E] = V|E||E] = VEE = VEE+0.0 = |[£ 0]]

Satz 299: Die komplexen Zahlen der Form [z, Q0] geniigen den
fiinf Axiomen der natiirlichen Zahlen, wenn [1,0] an Stelle von 1
genommen wird und

[#, 0] = [«', 0]
gesetat wird.

Beweis: [3] sei die Menge der [z, 0].

1) [1, 0] gehort zu [8].

2) Mit [#, O] ist [, O] in [8] vorhanden.

3) Stets ist

x == 1,
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also

[, 0] == [1, O],
[x’ 0]’ == [1> 0]
4) Aus
2, 0 = [y, O
folgt
[xls 0] - [yly 0]7
z = y”
r =1,
[#, 0] = [y, 0.

5) Eine Menge [I] von Zahlen aus [3] habe die Eigenschaften:

I) {1, 0] gehort zu [IM].

II) Falls [z, O] zu [M] gehort, so gehort [z, O zu [I].

Dann bezeichne IR die Menge der z, fiir die [z, 0] zu [M] ge-
hort. Alsdann ist 1 zu I gehdrig und mit jedem z von I auch

2 zu I gehorig. Also gehort jede positive ganze Zahl z zu
M, also jedes [z, 0] zu [M].

Da Summe, Differenz, Produkt und (wofern vorhanden) Quo-
tient zweler [Z, O] nach Satz 298 den alten Begriffen entsprechen,
desgleichen die Zeichen —[%, 0] und |[%, 0]|; da man

(=, 0} = [H, 0] fir £ H,
(5,0]<([H, 0] fir E<H

definieren kann, so haben also die komplexen Zahlen [Z, 0] alle
Eigenschaften, die wir in Kapitel 4 fiir reelle Zahlen bewiesen
haben, und insbesondere die Zahlen {, O] alle bewiesenen Eigen-
schaften der positiven ganzen Zahlen.

Daher werfen wir dic reellen Zahlen weg, ersetzen sie durch
die entsprechenden komplexen Zahlen [Z, 0] und brauchen nur von
komplexen Zahlen zu reden. (Die reellen Zahlen verbleiben aber
paarweise im Begriff der komplexen Zahl.)

Definition 72: (Das freigewordene Zeichen) E bezeichnet die
komplexe Zahl =, 0], auf die auch das Wort reelle Zahl iibergeht.
Ebenso heifit jetzt [E, O] bei gansem E ganee Zahl, bei rationalem

-y

rationale Zahl, bei irrationalem = irrationale Zahl, bei positivem
positive Zahl, bei negativem E negative Zahl.
Also schreiben wir z. B. 0 statt n, 1 statt e.

Nunmehr konnen wir die komplexen Zahlen mit kleinen oder

L3

)
-
£
-~
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grofien Buchstaben beliebiger Alphabete (auch promiscue) bezeichnen.
Fiir die folgende spezielle Zahl ist aber ein kleiner lateinischer
Buchstabe iiblich auf Grund der

Definition 73: 1= [0,1].

Satz 300: it = —1.

Beweis: i = [0,1][0,1] = [0-0—1-1, 0-141.0]
= [—-1,0] = —1.

Satz 301: Fir reelle w,, u, ist
w,+ b = [u,, uyl.
Zu jeder komplexen Zahl x gibt es also genaw ein Paar reeller Zahlen
,, u, mit
x = u, + u,t.

Beweis: Fiir reelle u,, w, ist

w, +u,1 = [u,, O]+ [«,, 0]1[0, 1] = [«,, O] + [»,-0—0-1, w,-140-0]
= [u,, 0] + [0, u,| = [u,, %,

Durch Satz 301 ist das Zeichen [ ] unndtig geworden; die
komplexen Zahlen sind eben die Zahlen w, +w,i, wo w, und u,
reell sind; gleichen bzw. verschiedenen Paaren u,, , entsprechen
gleiche bzw. verschiedene Zahlen, und Summe, Differenz, Produkt
zweier komplexer Zahlen w, +u,é, v, +v,i (wo u,, u,, v, v, reell
sind) bildet man nach den Formeln

(u1+u2i)+(01+v2i) - (“1+01)+(“z+vz>i?
(ux +“27’) _(vl +Uzi) (ul_vl)+ (“a—vz)i1
(ul + Uy 7’) (vl + v, 1‘) = (ux V,— U ’02) + (ul Yy + U, Wx) .

Man braucht sich nicht einmal diese Formeln zu merken, sondern

nur, daf die Gesetze der reellen Zahlen erhalten bleiben und

Satz 300 gilt: danach rechnet man einfach so:

(“1+u2i)—(vl+v2i) = (“1 - vx) + (uaé - ?)21:) = (“1 - vx) + (uz - 7;2)Ii?
(“1 + uzé) (v, +v,8) = (ux + “ai) v, + (u’x + Uy i) v,%

UV, 4 Uy b0, + 0, 0, 8 Uy 80,8

Uy 0, + U, 0, w VU0, 00
u, v, + u, 0,8+ u, 0,0+ u,v,(— 1)

= (ul UV, — U, Uz) + (ux v, + U, 1)1) 2
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§ 10: Einordnung der reellen Zahlen.

Was die Division betrifft, so ergibt die Rechnung, wenn v,
und v, nicht beide O sind,

Uttt (U 4,0) (0, —0,8) (0 %y 0) + (= (0,0) + 0, 0,) 0
v, + ’I)2i (01 + v, 2) (01 —Y, 7/) (/Ul A + v, 172) + (— (Ux ?]2) =+ v, vx)i
— (7{’1"31 + u, ’0.3) + (_' (ul ”2) + Uy '”1) ¢ o ?g,i,“z v,
- 0, U, + V0, T w0, + 0,7, v, 0, + 0,7,
als kanonische Darstellung im Sinne des Satzes 301.

—(wv,)+ w0,






